AL-TesTE 2—11MAI—VERSA0 A

1. Classifique como verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes seguintes:

(@) Se B =(e;,e;)éumabasede U eT : U — V é uma transformacio
linear tal que e, e, & Nuc(T') entdo, T é necessariamente injectiva.

(b) Sedim(¥) = 5 ndo pode existir uma transformacio linear T : V — V'
tal que Im(T") = Nuc(T).

(©) SeT : U — V élinear e dim(U) < dim(V) entdo T ndo é sobrejec-
tiva.

(d) Se V é um espaco linear sobre KK e W é um subconjunto nio vazio de
V tal que (Va € K)(Vx,y € W)ax+y € W entdo W é subespaco de
V.

(e) Se V é um espaco lineare @ # X,Y C V. Se Y tem mais elementos
que X e Ly (X) = L,(Y) entdo Y ¢ linearmente dependente.

2. Considere as matrizes
1 -1
0 1
10 I 0 0
1 0
Sejam U = Nuc(A) e W = EC(B).
(@) Determine uma base de U.
(b) Determine um conjunto gerador de U n W'
(©) Justifique que U + W = R* mas que a soma nio é directa.
(d) Indique justificadamente um subespaco S < R* tal que U @ S = R*.

3. Sejam, T : R? — R3, uma transformacio linear,

B =(0(1,-1,0),(1,1,0),(0,1, 1))

uma base de R> e,

1 1 1
A=[Tlg=|1 -1 1
1 3 1

a matriz que representa T relativamente a base B.

(@) Determine T'(1,1,0).
(b) A transformacio T é sobrejectiva? Justifique!
(c) Determine Nuc(T).

(d) Sendo B, abase canénica de R* determine B = [T'] p, € use esta matriz
para calcular T'(x, y, z).



RESOLUGAO DA VERSAO A

(a) Falsa. Uma transformacio linear injectiva preserva a independéncia
linear. Assim, a transformacdo T : U — V definida pelas condicoes
T(e;) = x,T(e;) = —x, onde x # 0 é um elemento de V, satisfaz as
condi¢des do enunciado mas nao pode ser injectiva.

(b) Verdadeira. Se tal fosse possivel ter-se-ia:
5dim(V) = dim(Nuc(T)) + dim(Im(7")) = 2 dim(Nuc(T"))
e 5 seria um ndmero par (absurdo!).
(c) Verdadeira. Tem-se que dim(Im(7)) < dim(U) < dim(V) pelo que
nao se pode ter Im(T") = V' e assim, T ndo é sobrejectiva.

(d) Verdadeira. Repare-se que W ¢é fechado para a adi¢do de vectores:
X+y=1x+y € W sex,y € W. Por outro lado, também ¢é fechado
para a multiplicacdo por escalar: ax = ax+0 € Wsea e Kex € W.

Assim, como W nio ¢ vazio, é necessariamente um subespago de V.

(e) Verdadeira. Se X tem m elementos e Y tem n > m elementos e se,
Y fosse linearmente independente entdo dim(Ly, (Y)) = n > m e este
espaco ndo poderia ser gerado por X (que tem menos de n elementos).

(@) Tem-se que,
Nuc(A) = {(x,y,z,w) | x —z+w =0} =
= {(X,y,Z,—x+Z) I x’y9z S R} =
= LR4({(17 09 Oa _1)7 (07 17 09 0)7 (07 09 13 1))})
Como aquele conjunto gerador é obtido por separagdo de varidveis é
também uma base de Nuc(A).

(b) Considerando a mtriz

1 00 -1 1
010 0 -1
[U‘_W]=00100
101 -1 0

tem-se que Nuc([U |-W])
Lga({x}), onde
1

0 -
x = [U]| 2 2 |=

0 ! 0 0

1 1

() Como se constata por simples observagio as colunas de B sio linear-

Lgs({(=1,2,0,1,2)}). Assim, U AW =

1
0
0

oS o = O

-1

mente independentes. Resulta assim da relagéo:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U ~ W)



(d)

(2)

(b)

(2)

que dim(U nW) =4. Asssm U+ W = R*. No entanto, a intersecc¢ao
U ~ W nio ¢ trivial pelo que a soma nao ¢ directa.

E facil constatar que a matriz:

[
oS = O

0
0
1
1

— O O O

-1 0
tem caracteristica 4 pelo que as suas colunas sio linearmente indepen-
dentes. Considerando

S = LR4({(O’ Oa 0’ 1)})9

tem-se que R* = U + S. Por outro lado, (0,0,0,1) & U e assim
UnS={0)peloqueR*=U & 5.

Pensando em termos de coordenadas na base canénica, f de R>*?

temos que

Uﬁ ={(a+b,a+2b,2a+ b,2a+2b) | a,b € R} =
= Lpa({(1,1,2,2),(1,2,1,2)}).

Concluimos entdo que

U = Lpoe({(1,1,2,2)%,(1,2,1,2)P}) =

D

que, como qualquer expansao linear é um subespaco.

Em termos de coordenadas A € U se e s se o sistema

1 1] 0
1 2]-1
2 1 1
2 210

for possivel. O que se constata (facilmente) é o caso. Como U tem
dimensdo 2 precisamos de acrescentar a A um segundo vector de U,
linearmente independente de A, para obter uma base de U contendo
A. Tem-se que Ag = (0,-1,1,0). Considerando a = 1,b = 0 tem-se
que (1,1,2,2) € Uﬁ. 0s vectores Aﬂ e (1,1,2,2)) sio linearmente

independentes e assim:

R

constituem uma base de U de que A é um dos elementos.

Como o vector (1,1,0) é o segundo vector da base B tem-se que
T(1,1,0) = (1,-1,3) (a segunda coluna de A). Tem-se entio que:

T(1,1,0)=1(1,-1,0)+ (-1)(1,1,0) + 3(0, 1, 1).



(b)

©

()

T serd sobrejectiva sse car(A) = dim(Im(7T)) = 3. Procedendo a
elimina¢do de Gauss constata-se que a matriz tem caracteristica 2 logo,

T nio pode ser sobrejectiva.

Tem-se que Nuc(A) = Lp3({(=1,0,1)}). Assim,
Nue(T) = Lgs({(=1,0,)P}),

onde (1,0, 1) = —(1,-1,0) + (0,1,1) = (1,2, 1).

Tem-se que

_ _ -1
(Tlp, = Mg, g[TgMpg g = Mp g[T1gMg 4.

Ora,
1 10
Mﬁcsﬁ = —1 1 1 .
0 0 1
Assim,
! 1 -1 1
_ -1 _ 2 _
Mﬂ,ﬂc_Mﬁc,ﬂ_z 1 1 11,
0O 0 2
pelo que:
1 -1 3
[T]ﬂc =1 0 1}{.
2 1 0
Finalmente:

—

-1 3]Ix
T(x,y,z) =T(x,y, Z)ﬁc = [T]ﬁc(x, ¥, z)ﬁc = [1 0 1] [y]
2 1

X+2z

[x—y+3z
2x+y

}:(x—y+3z,x+z,2x+y).



AL-TesTE 2—-11MAI—VERSA0 B

1. Classifique como verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes seguintes:

(@) Sedim(V') = 5 ndo pode existir uma transformacéo linear T : V — V
tal que Im(T") = Nuc(T).
(b) Se V é um espaco linear sobre KK e W é um subconjunto nio vazio de

V tal que (Va € K)(Vx,y € W)ax+y € W entdo W ¢é subespaco de
V.

(c) Se V éum espaco lineare @ # X,Y C V. Se Y tem mais elementos
que X e Ly (X) = L,(Y) entdo Y ¢ linearmente dependente.

(d) Sejam, V' um espaco linear e X,Y C V entdo Ly (X) n Ly(Y) =
Ly(X AY).

(e) Sejam, V um espaco linear, U, W subespacos de V' e By, By base de
U e W, respectivamente. Neste caso f; U By, ¢ umabasede U + W.

2. Considere as matrizes
1 -1
0 1
10 I 0 0
1 0
Sejam U = Nuc(A) e W = EC(B).
(@) Determine uma base de U.
(b) Determine um conjunto gerador de U n W'
(©) Justifique que U + W = R* mas que a soma nio é directa.

(d) Indique justificadamente um subespaco S < R* tal que U @ S = R*.

3. Sejam, T : R? — R3, uma transformacio linear,

B =(0(1,-1,0),(1,1,0),(0,1, 1))

uma base de R> e,

1 1 1
A=[Tlg=|1 -1 1
1 3 1

a matriz que representa T relativamente a base B.

(@) Determine T'(0,1,1).
(b) A transformacido T é injectiva? Justifique!
(c) Determine Im(T).

(d) Sendo B, abase canénica de R* determine B = [T'] p, € use esta matriz
para calcular T'(x, y, z).



CORRECGAO DA VERSAO B

I.

(@)

(b)

©

()

©

(@)

(b)

©

Verdadeira. Se Im(T) = Nuc(T) entio dimIm(7T") = dim Nuc(T).
Como 5 = dim V' = dim Im(7T")+dim Nuc(T), ter-se-ia 2 dim Im(T") =
5 ou seja 5 seria um ndmero par, o que ¢ absurdo.

Verdadeira. Nas condi¢oes indicadas, W # @; considerando x,y €
W e a = 1, conclui-se que x +y € W e, finalmente, considerando
aeKexe Wtem-sequeax =ax+0€ W. Assim, W < V.
Verdadeira. Nas condicoes indicadas tem-se que, considerando W' =
Ly(X) = Ly(Y),que dim W nido ¢ superior a quantidade de elemen-
tos de X. Se Y fosse linearmente independente entéo existiria em W
um conjunto linearmente independente de vectores, com mais vecto-
res que a dimensao do espago e isso, como se sabe ndo pode acontecer.
Falsa. Considerando por exemplo X = {(I,1)} e Y = {(-1,-1)}
tem-se que X nY = . Tem-se assim que

Lr2({(1, D}) = L2 ({(1, DHLr2({ (=1, =D }) # Lp2(@) = {(0,0)}.

Falsa. Aunido B u Py, é seguramente um conjunto gerador de U+W
mas ndo ¢ necessariamente linearmente independente. Por exemplo,
considerando U = Lp3({(1,0,0),(0,1,0)}), By = ((1,0,0), (0, 1,0)),
W = Lgs({(0,-1,0),(0,0,1)}) e By, = ((0,—1,0),(0,0, 1)) é claro
que By v Py, nio é linearmente independente.

Tem-se que,

Nuc(A) = {(x,y,z,w) | x —z+w =0} =
= {(X,y,Z,—x‘i‘Z) I xay’z S R} =
= Lp4({(1,0,0,-1),(0,1,0,0),(0,0, 1, 1) }).
Como aquele conjunto gerador é obtido por separa¢do de varidveis é
também uma base de Nuc(A).

Considerando a mtriz

1 00 -1 1
010 0 -1
[U‘_W]=00100
101 -1 0

tem-se que Nuc([U|-W]) = Lps({(-1,2,0,1,2)}). Assim, U nW =
Lga({x}), onde

1

-1 0

X=[U][2]= 0
0

-1

0 -1
0_21_2
ol l0
1 1

Como se constata por simples observacio as colunas de B sio linear-

o o = O



mente independentes. Resulta assim da relagéo:
dimU + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U ~ W)

que dim(U nW) =4. Assim U +W = R*. No entanto, a intersecciao
U ~ W nao ¢ trivial pelo que a soma nio ¢ directa.

(d) E facil constatar que a matriz:

S O =

00
1 0
0 1
1

- o O O

-1 0

tem caracteristica 4 pelo que as suas colunas sdo linearmente indepen-
dentes. Considerando

S = LR4({(O’ 0’ 05 1)})’

tem-se que R* = U + S. Por outro lado, (0,0,0,1) &€ U e assim
UnS={0}peloqueR*=U @ 5.

(a) Tem-se que (0, 1, 1) ¢ o terceiro vector de B pelo que, considerando a
terceira coluna de [T']4 concluimos que T'(0, 1, 1)g = (1,1, 1). Assim,

TO,L,H=1,-10)+1,1,00+(0,1,1)=(2,1,1).
(b) Tem-se que dim(Nuc(T)) = dim(Nuc(A)). A transformacio serd injec-
tiva se e sO se dim(Nuc(A)) = nul(A) = 0. Procedendo a eliminacio
de Gauss, cocluimos que car(A) = 2 pelo que nul(A) = 1 e assim T
nio ¢é injectiva.

(c) Tem-se que Im(T') = EC(A)P. Procedendo 4 eliminacio de Gauss:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1{—=]0 -2 0|—=]0 -2 O
1 3 1 0 2 0 0 0 O

Concluimos entdo que Im(T) = Lps({(1, 1, )?,(1,-1,3)#})). Ja vi-
mos anteriormente que (1, 1, Df=@2, 1,1, por outro lado, (1, —1, 3)f =
(1,-1,0)—(1,1,0)+3(0, 1, 1) = (0, 1, 3). Assim: Im(T") = Lp3({(2,1,1),(0,1,3)}).

(d) Tem-se que

[Tlp, = My sIT1gMy g = Mg gITIgMp!,.
Ora,
110
My p= [—1 | 1]
0 0 1
Assim,



pelo que:

1 -1 3
[Tl =|1 0 1]
2 1 0

Finalmente:

I -1 3
T(x,y.2) =T(x,y,2)p = [Tlp (x.y.2)p, = [1 0 1”
2 0

x—y+3z
xX+z =x—-y+3z,x+2z,2x+y).
2x+y



AL-TesTE 2—11MAI—VERsio C

1. Classifique como verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes seguintes:

(@) Sedim(V') = 5 ndo pode existir uma transformacéo linear T : V — V
tal que Im(T") = Nuc(T).

(b) Se V é um espaco linear sobre KK e W é um subconjunto nio vazio de
V tal que (Va € K)(Vx,y € W)ax+y € W entdo W ¢é subespaco de
V.

(c) Sejam, V' um espaco linear, U, W subespacos de V' e B, By, base de
U e W, respectivamente. Neste caso f; U By, ¢ umabasede U + W.

(d) Sendo V' é um espaco linear, se U e W sdo subespacos de V' tais que
dim(U) < dim(W) entioU C W.
(e) Se V' é um espaco linear e U}, U, sdo subespacos de V' para os quais
setem V =U,; v U, entio,ouV =U; ouV =U,.
2. Considere as matrizes
1 -1
0 1
1o I o 0
1 0
Sejam U = Nuc(A) e W = EC(B).
(a) Determine uma base de U.
(b) Determine um conjunto gerador de U n W'
(¢) Justifique que U + W = R* mas que a soma nao ¢ directa.

(d) Indique justificadamente um subespaco S < R* tal que U @ S = R*.

3. Sejam, T : R? — R3, uma transformacio linear,

B =(0(1,-1,0),(1,1,0),(0,1, 1))

uma base de R> e,

1 1 1
A=[Tlg=|1 -1 1
2 0 2

a matriz que representa T relativamente a base B.

(@) Determine T'(1,1,0).
(b) A transformacio T é sobrejectiva? Justifique!
(c) Determine Nuc(T).

(d) Sendo B, abase canénica de R* determine B = [T'] p, € use esta matriz
para calcular T'(x, y, z).



CORRECGAO DA VERSAO C

(@)

(b)

©

()

©

(@)

(b)

©

Verdadeira. Se Im(T) = Nuc(T) entio dimIm(T) = dim Nuc(T).
Como 5 = dim V = dim Im(T")+dim Nuc(T), ter-se-ia 2 dim Im(T") =
5 ou seja 5 seria um ndmero par, o que é absurdo.

Verdadeira. Nas condi¢es indicadas, W # @; considerando x,y €
W e a = 1, conclui-se que x +y € W e, finalmente, considerando
aeKexe Wtem-sequeax =ax+0 € W. Assim, W < V.

Falsa. A unido BBy, é seguramente um conjunto gerador de U+W
mas ndo é necessariamente linearmente independente. Por exemplo,
considerando U = Ly3({(1,0,0),(0,1,0)}), By = ((1,0,0), (0, 1,0)),
W = Lps({(0,-1,0),(0,0,1)}) e By, = ((0,-1,0),(0,0, 1)) é claro
que Sy v Py, ndo é linearmente independente.

Falsa. EmR3 arectaU = Li3({(0,0,1)}) tem dimensio inferior a do
plano W = Lgs({(1,0,0), (0, 1,0)}). Mas a recta ndo estd contida no
plano.

Verdadeira. A Unica circunstancia em que a unido de dois subespacos
resulta num subespaco é quando um dos subespacos estd contido no
outro.

Tem-se que,

Nuc(A) = {(x,y,z,w) | x—z+w =0} =
={(x,y,z,—x+2)| x,y,z€R} =
= Lp4({(1,0,0,-1),(0,1,0,0),(0,0, 1, 1)) }).
Como aquele conjunto gerador é obtido por separa¢do de varidveis é
também uma base de Nuc(A).

Considerando a mtriz

1 00 -1 1
010 0 -1
[U‘_W]:00100
101 -1 0

tem-se que Nuc([U|-W]) = Lps({(—1,2,0,1,2)}). Assim,UnW =
Lga({x}), onde

1

-1
x=[U][2]= 8
0 —

1

1

0 —
0_21_2
10_0
1

1

o o = O

Como se constata por simples observacdo as colunas de B sio linear-
mente independentes. Resulta assim da relagéo:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U ~ W)



()

(@)

(b)

©

()

que dim(U nW) =4. Asssm U+ W = R*. No entanto, a intersecc¢ao
U ~ W nio ¢ trivial pelo que a soma nao ¢ directa.

E facil constatar que a matriz:

o o =

00
1 0
0 1
1

- o O O

-1 0
tem caracteristica 4 pelo que as suas colunas sdo linearmente indepen-
dentes. Considerando

S = LR4({(O9 0’ 0’ 1)})’

tem-se que R* = U + S. Por outro lado, (0,0,0,1) &€ U e assim
UnS={0}peloqueR*=U @ S.

Tem-se que (1, 1,0) é o segundo vector da base B, pelo que consul-
tando a segunda coluna de A, concluimos que 7T'(1, 1, 0) g =(1,-1,0),
pelo que 7'(1,1,0) = (1,-1,0) — (1, 1,0) = (0, -2, 0).
A transformacio é sobrejectiva se e s6 se

3 = dim(R?) = dim(Im(T)) = car(A).
Procedendo a elimina¢do de Gauss constata-se facilmente que a matriz
tem caracteristica 2 pelo que 7' nio é sobrejectiva.
Tem-se que Nuc(T') = Nuc(A)P. Procedendo 2 eliminacio de Gauss
obtém-se:

Nuc(A) = Lgs({(=1,0, D}).
Assim Nuc(T') = Lgs({(~1,0,1)#}) e, como
(10,1 = —(1,-1,0) + (0, 1, 1) = (1,2, 1)

tem-se finalmente que Nuc(T') = L3 ({(—1,2, )}).

Tem-se que
(Tlg, = Mp, gl T1gMpp, = My gIT1sMp" .
Ora,
1 1 0
Mﬁc’ﬂ =|-1 1 1}.
0 0 1
Assim,
| 1 -1 1
—nm-! =2 —
Mpp. =Mpp=75|1 1~}
0o 0 2
pelo que:

—_ O =

[T, = [

-1 3
-2 4.
-1 3



Finalmente:

1 -1 31[x
T(x,y,z)=T(x,y, Z)ﬁc = [T]ﬁc(x, Y, Z)ﬁc = [O -2 4][ ] =
1 -1 3||z

x—y+3z
—2y+4z |=(x—-y+3z,-2y+4z,x —y+32).
x—y+3z



