Semana 1

Matrizes e algebra de matrizes

1.1 MATRIZES (DEFINICOES E NOTAGAO)

As matrizes, desempenham relativamente a algebra linear o mesmo papel que os
numeros no contexto da aritmética.

DEerINIGAO 1.1.— Uma matriz é um quadro, A, consistindo de m > 1 linhas e n > 1
colunas (diz-se que a matriz é do tipo m x n). A intersec¢do da linha i com a coluna
Jj de A designa-se de posicao (i, j) da matriz A. Se A € uma matriz sobre o corpo K,
cada uma das posicdes (i, j) de A € ocupadas por um elemento A, ; € K que se designa
de entrada (i, j) da matriz A.

O conjunto das matrizes do tipo m x n com entradas em K denota-se IKK"™".!

No caso particular em que K = R as matrizes dizem-se matrizes reais e, no caso

em que K = C dizem-se complexas. (Como todo o numero real é igualmente um

numero complexo tem-se que R™" c C"™" para quaisquer m,n € N*.)
Exemplos de matrizes sio:

1

Azlln B:01+z C=[110] D:O,
0 -1 O 0 1-i 2
2

No que respeita a matrizes adoptam-se as seguintes convengdes notacionais: as
matrizes sao em geral denotadas por letras maidsculas e.g. A, B,C, D, ..., as Unicas
eventuais excepcdes a esta convencio residem nas matrizes que possuem apenas
uma linha ou apenas uma coluna que sdo denotadas por letras minudsculas ndo
italicas e,g., u,v,w,x, ...; se A é uma matriz, a j-ésima coluna de A denota-se A, ;
enquanto que a sua i-ésima coluna se denota 4, ,.

As matrizes distribuem-se por algumas categorias de acordo com o seu tipo
ou as suas entradas e algumas dessas categorias sao relevantes para os desenvolvi-
mentos que se seguem.

1. Uma matriz A é quadrada se tiver o mesmo ndimero de linhas e colunas i.e.,
existe um n € N* tal que A € K™"; se A é quadrada e tem n linhas (e n
colunas) também se diz que tem ordem n.

2. Numa matriz quadrada A € K™" a diagonal principal consiste nas posicdes

Matriz

Tipo de uma matriz
Posicdo (i,j) de A
Entrada (i,j) de A
Kmxn

' Mais formalmente, uma matriz
A € K™ pode ser vista como uma
funcio

Al ... omyx{l,..,n} > K

Neste caso, a entrada 4, ; de A
corresponde a A(i, j) i.e. o valor da
funcio A em (i, j).

Matriz quadrada

Ordem de uma matriz quadrada

Diagonal principal



(i,i) da matriz i.e., todas as posicdes em que o indice de linha ¢ igual a indice
de coluna.

3. Uma matriz, A, é triangular superior se é quadrada e se todas as entradas
abaixo da diagonal principal i.e., as entradas A, ; em que i < j, sdo nulas, por
exemplo

10 1
[1], 88, 02 0
00 1

sao matrizes triangulares superiores.

4. Uma matriz, A, é triangular inferior se é quadrada e se todas as entradas
acima da diagonal principal i.e., as entradas A; ; em que i > j, sdo nulas.

5. Uma matriz, A, é diagonal se é quadrada e todas as entradas fora da diago-
nal principal sdo nulas; de forma equivalente, se for quadrada e a0 mesmo
tempo triangular superior e inferior. Por exemplo

1 00
diag(1) = [1] . diag(1,1,2)=[0 1 0
0 0 2
sao diagonais. Observe-se que antecipdmos em cima o uso de uma notagao
comum: se A ¢ uma matriz diagonal de ordem n muitas vezes denotamo-la
através do simbolo diag(4, , ..., A,,) ou seja, indicando apenas as entradas
diagonais, pela respectiva ordem.

6. A matriz identidade de ordem n é a matriz diagonal de ordem n onde todas
as entradas diagonais sdo 1; esta matriz denota-se por 1,,.

7. A matriz nula do tipo m x n é a matriz que se denota por 0,,,, que ¢ do tipo
m X n e possui todas as entradas nulas.

8. Um matriz linha ou vector linha é uma matriz que possui uma Unica linha
i.e., uma matriz u € K™,

9. Um matriz coluna ou vector coluna é uma matriz que possui uma unica co-

luna i.e., uma matriz u € K™,

DEFINIGAO 1.2 (IGUALDADE DE MATRIZES).— Duas matrizes A e B sdo iguais quando
sdo do mesmo tipo e quando as entradas correspondentes sdo iguais i.e. A, B € K™
e(VI<i<m(V1<j<mA; ;=8B

1.2 ALGEBRA DE MATRIZES

A semelhanca do que acontece com os nimeros também as matrizes possuem
uma algebra. De resto ¢ essa dlgebra que as torna fundamentais na codificacdo de
multiplas no¢des em algebra linear.

DErINIGAO 1.3 (ADIGAO DE MATRIZES).— A adicdo (ou soma) de matrizes é uma opera-
¢do parcial (parcial, porque ndo estd definida em todos os casos) envolvendo matrizes.
Essa operagdo associa a matrizes A, B € K™" uma matriz C € K™ que se denota

Matriz triangular superior

Matriz triangular inferior

Matriz diagonal

Matriz identidade de ordem n

Matriz nula do tipo m x n

Matriz linha ou vector linha

Matriz coluna ou vector coluna

Igualdade de matrizes

* Vistas as matrizes A e B como
funcoes, a igualdade de matrizes
corresponde 4 igualdade de funcdes:
duas funcdes sao iguais se tém o
mesmo dominio e 0 mesmo valor em
cada elemento do dominio.

Adicdo (ou soma) de matrizes



A+ B e se define:
(A+B); = A +B,, ()€ (l,....mx{l,....n}.

Quando as matrizes ndo forem do mesmo tipo A + B nio estd definida.

Por exemplo:

a b 0 1 a b+1 b 0 1
c d|+|2 1|=|c+2 d+1], la d] +12 1|, ndo estd definida.
i 0 1 e f4+1 0

DEFINIGAO 1.4 (MULTIPLICAGAO POR ESCALAR).— Se a € K é um escalar e A € K™ é  Multiplicacio de um escalar por uma matriz
uma matriz, o resultado de multiplicar o escalar a por A é a matriz aA € K™ que
se define:

(ap);j=aA;;, GJ)efl,....m}x{l,....n}.

Ao contrario da adi¢do de matrizes, a operacao de multiplicacio de uma matriz
por um escalar ¢ total, ou seja estd definida em todos os casos.

LemA 1.5.— Sejam, A, B,C € K™"ea,p el Propriedades bdsicas das operagées de
adigdo de matrizes e multiplicagdo de um

1. A+ B = B+ Aie., aadigdo de matrizes é comutativa. escalar por uma matriz

2. (A+B)+C= A+ (B+C)ie., aadigdo de matrizes € associativa.
3. A+0 = A (onde 0 € K"™" é a matriz nula).

4. A matriz simétrica de A que se denota —A ¢ a matriz do mesmo tipo de A que  Matriz simétrica de uma matriz
satisfaz (—A);; = —A; ;. Tem-se que A+ (=A) = 0. Além disso, —A € a tinica
matriz, C, que satisfaz A + C = 0.

5.04=0,14=Ae(-1)A = —A.

6. a(A+ B) = (¢A) + (aB) i.e., 0 produto por escalar ¢ distributivo relativamente

a adicdo de matrizes.

7. (a+ B)A = (¢ A) + (BA) i.e., 0 produto por escalar ¢ distributivo relativamente
a adicdo de escalares.

8. a(BA) = (af)A.
DEMONSTRAGAO.— Ver apéndice 1.A. ZI

O resultado anterior ilustra como as operacdes de adi¢do de matrizes e multi-
plicacio de uma matriz por um escalar possuem propriedades andlogas as suas
congéneres numéricas i.e. adicio e multiplicacio de ndmeros. Isto significa que
se pretendermos resolver uma equac¢io matricial (em que a varidvel é uma matriz)
€.g. a equacio:

A+1-3X=0,

na varidvel X, podemos proceder usando a mesma estratégia do caso numérico

le.,

A+1]—3X=@®—3X=—A—1]@X:—%(—A—ﬂ)@X:%(A+1]),



isto, porque as Unicas opera¢des envolvidas na equagdo sdo a adicio de matrizes e
a multiplicacdo de um escalar por uma matriz e, desta forma, podemos fazer uso
das propriedades enunciadas no lema 1.5.

A préxima operagdo que iremos definir é a operacao de multiplicacdo de matri-
zes. Depois do exemplo da definicio de matrizes seria de esperar uma defini¢ao
semelhante, multiplicando-se entradas correspondente. No entanto, o propoésito
da algebra de matrizes é, recorde-se, o de proporcionar um meio de codificacio
de aspectos da algebra linear bem como um meio que proporciona a resolucio de
problemas envolvendo essas no¢des através do calculo. Acontece que se definis-
semos o produto matricial em moldes andlogos aos da adi¢ao acabariamos com
uma operac¢do que nada serviria aqueles propdsitos. Necessitamos pois de uma
ideia diferente.

DEEFINICAO 1.6 (PRODUTO MATRICIAL).— A semelhanca da adicdo de matrizes também
a multiplicacdo de matrizes é uma operagdo parcial. Assim, se A € K™ e B € K™
o produto AB € K™ ¢ a matriz definida de acordo com o sequinte:

(AB);; = Aj By, + -+ A;,B,; (.)€ {l,....m}x{l,...,n}.

O produto de matrizes s estd definido quando o niimero de colunas d factor esquerdo
igualar o niimero de linhas do factor direito.

Tendo em conta a defini¢do do produto AB constata-se que as entradas que se
consideram para calcular a entrada (i, j) de AB sdo as da linha i de A (o factor
esquerdo) e as da coluna j de B (o factor direito). Para visualizar melhor o célculo
de (AB),; é conveniente considerar em primeiro lugar a definicio do produto
num caso muito particular. Com efeito, de acordo com a definicio,

B,
I

[Al A, A = [a]

;

Br
onde a = A; B, + AyB, + -+ + A, B,.

Essencialmente a informacio contida numa matriz 1 x 1 é a mesma que a
sua Unica entrada contém e, por essa razdo, muitas vezes e em termos praticos,
identifica-se [a] com o préprio a. (Quando se deve identificar ou ndo é determi-
nado pelo proprio contexto: se contexto exige uma matriz entdo [a] € [a]; se O
contexto exige um escalar entdo [a] € a.)

Tendo em conta esta tltima consideracido e considerando de novo a definicio
1.6, constata-se que:

(AB),',] = At,*B*,j
ou seja (AB), ; é o produto da linha i de A4 pela coluna j de B.

Relacoes igualmente importantes ocorrem entre as linhas e colunas do produto

e as linhas e colunas dos factores. Antes de descrever essas relacoes necessitamos

de uma nocio nova.

DEFINIGAO 1.7 (COMBINAGAO LINEAR).— Suponhamos que u, ..., u,, sdo todos vectores
linha ou todos vectores coluna. Uma combinacio linear daqueles vectores é uma soma

Produto de matrizes

Combinagdo linear de linhas ou colunas



do tipo:

apuy + Uy + -+ a,u, (I.I)

onde ay, ay, ..., a, € K sdo denominados de coeficientes da combinacio linear.

LEMA 1.8.— Sejam A € K™ e B € K™". Dado i € {1, ...,m} tem-se que:
(AB); . = A; 1By, +AjpBy + -+ A; B (1.2)

Lr=r*

ou seja, a i-ésima linha de AB é uma combinagdo linear das linhas de B cujos coefi-
cientes sdo as entradas da linha i de A. Analogamente,

(AB)*,J' = Bl,jA*,l + B2,jA*,2 +t Br,jA*,r (13)

ou seja, a j-ésima coluna de AB ¢ uma combinagdo linear das colunas de A cujos
coeficientes sdo as entradas da coluna j de B.

DemonsTRAGAO.— Ver apéndice 1.A. |

Como casos particulares do resultado anterior mencionamos:

Biy Bip - By,
[Al Ay Ar] 3:2,1 B:2’2 B:Z’r = A|B +ABy, + -+ A,B,,. (1.4)
Byi Bps - By,
¢,
Ay A o Al B A Ajp Ay,
]| el B et B G E A el AR
A A o AL LB, Ayl L) A

Por outro lado, as colunas de AB podem ser descritas como os produtos de A
pelas colunas de B, mais precisamente:

AB, ;= (AB), . (1.6)

De modo completamente analogo, as linhas de AB podem se descritas como pro-
dutos das linhas de A4 por B:

A;,B=(AB),,. (7)

Faremos uso destas relacoes adiante.

Ao contrdrio do que sucede com as operac¢des de adicdo e multiplicacdo por
escalar, as propriedades da multiplicacdo de matrizes divergem de forma significa-
tiva das da operacao de multiplicacio numérica. Comecemos pelas propriedades
que se mantém.

LEMA 1.9.— Sejam A, B, C matrizes e a € K.

I. (AB)C = A(BC);
2. A(B+C)=AB+ AC;
3. (A+ B)C = AC + BC;
4. A0=0e0A4A=0;
5. Al=Ael1A=4;

Propriedades basicas da multiplicagdo de
matrizes



6. a(AB) = (¢ A)B = A(aB).
DemonsTRAGAO.— Ver apéndice 1.A. |

Outra propriedades falham, notoriamente a comutatividade do produto de ma-
trizes. Pode acontecer que AB esteja definido mas BA nido. Por exemplo se A é
do tipo 2 x 3 e B do tipo 3 x 1 entdo AB estd definido mas BA nio (o nimero de
colinas de B ¢ 3 e ¢ diferente do nimero de linhas de A). Mesmo que AB e BA
estejam definidos ndo tém necessariamente o mesmo tipo e, por isso, nao podem
seriguais e.g., se A é Ix3 e B¢é3x1 entdo, AB ¢ 1x1 enquanto que BA ¢ 3x3 logo,
nio podem ser iguais. Pode mesmo acontecer que AB e BA sejam do mesmo tipo
mas ainda assim diferentes:

AR o 0

Outra propriedade importante que falha no caso do produto matricial ¢ a lei do
anulamento do produto que, no caso matricial se poderia enunciar da seguinte
forma: se AB =0 entdo A = 0 ou B = 0. Por exemplo:

EIERT!

sem que nenhum dos factores seja nulo. Uma vez que a lei do anulamento do
produto nio ¢ valida em geral, o mesmo sucede com as leis de cancelamento
ou seja, mesmo que se tenha A # 0, de AB = AC nio se conclui que B = C e
analogamente para BA = CA.
A potenciacdo de matrizes faz-se de acordo com regras semelhantes a poten-  Poténcia natural de uma matriz

ciagdo numérica. Em primeiro lugar, tendo em conta as restri¢des nos tipos das
matrizes que tornam a multiplicacdo bem-definida, sé se consideram poténcias de
matrizes quadradas. De resto a defini¢do é uma generalizacdo da sua congénere

numérica:

A'=1, A'= A, A*=AA, A= AAA=AA*, A* = AAAA = AA°, etc....
As regras validas nas poténcias matriciais sio
1. Am+n — AmAn.
2. (A™)" =A™
3. aA)" =amA™.
A regra A"B" = (AB)" que ¢ valida no caso numérico ndo é, em geral, vdlida no
caso matricial. A razdo é simples:

(AB)" = (AB)(AB) -+ (AB)

m V\e,ZCS
e, para se poder concluir daqui que este produto coincide com A™B"™ seria ne-
cessario envolver a propriedade comutativa, algo que sabemos ndo ser em geral
valido, no caso da multiplicacdo de matrizes.

DEFINIGAO 1.10 (INVERSA DE UMA MATRIZ QUADRADA).— Seja A uma matriz quadrada.  Inversa de uma matriz quadrada
Uma inversa de A, se existir, € uma matriz B que verifica AB = BA = 1.



Nem todas as matrizes quadradas sio invertiveis. Claramente a matriz nula nio
pode ter inversa pois o seu produto por uma qualquer matriz 4 a matriz nula. Por
outro lado mesmo matrizes quadradas nio nulas, A e B, tais que AB = 0 (como
no exemplo acima) nio podem ser invertiveis. De facto, supondo que AB=0e
A tem inversa (ou, como também se diz, é invertivel) entdo sendo C uma dessas

inversas teriamos:
AB=0=>C(AB)=0=> (CAB=0=>1B=0

ou seja, B = 0, contrariando a nossa hipétese inicial.

LEMA 1.11 (UNICIDADE DA INVERSA).— Sejam, A uma matriz quadrada e B, C inversas

de A. Nestas condigdes B = C.

Com efeito, nas hipéteses do enunciado, tem-se:
B=1B=(CA)B=C(AB)=Cl=C.

Uma vez que a inversa de uma matriz A, se existir, € Unica ela denota-se por A™'.
As propriedades basicas da inversio de matrizes resumem-se no resultado se-
guinte:

LEMA 1.12.— Sejam A, B matrizes quadradas.
1. Se A é invertivel entdo A~ é invertivel e (A~")™! = A;
2. Se A é invertivel e a # 0 entdo a A € invertivel e (¢ A)~! = (1/a)A™;

3. Se A, B sdo invertiveis entdo AB € invertivel e (AB)™' = B~1 A7\,
DEMONSTRAGAO.— Ver apéndice 1.A. ZI
DEFINIGAO 1.13 (TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ).— Se A € K™ uma matriz. A trans-
posta de A é a matriz AT € K™™ definida por:

(AT)j,i = Ai,j-

Essencialmente, a primeira linha de A é a primeira coluna de AT, a segunda linha
de A é a segunda coluna de AT, etc. Por exemplo:

.
a b
a ¢ e
c d| = lb d f] .
e f
As propriedades basicas da transposi¢do resumem-se a seguir
LEMA 1.14.— Sejam A, B matrizes e a € K.

L (ANT = 4;

2. (A+B)"=A"T+BT;

3. (@A)’ =aAT;

4. (AB)T =BTAT.

5. se A é invertivel entdo AT é invertivel e (A7) = (A™HT.

Unicidade da inversa

Propriedades basicas da inversao de
matrizes

Transposta de uma matriz

Propriedades basicas da transposigao



Exercicios

Os exercicios assinalados com © ESD e © AL foram retirados de listas de exercicios
dos professores ESMERALDA Sousa Dias e AMARINO LEBRE, respectivamente.

ProBLEMA 1.I.— Algumas das identidades abaixo sio sempre verdadeiras outras
nem sempre sio verdadeiras e outras nio fazem sentido. Classifique cada uma
delas relativamente a estas trés categorias.

I. A+aB=aA+ B;

2. a(f+A) =aff+aA

3. a(A—B)=aA—-aB

4. 0A=0;

5. A—AT =0

6. a(A— B)=a(A+ B)—aB.

PROBLEMA 1.2.— Escreva as matrizes A € R3>3 que satisfazem
@ A i=i+];

) A, = {1 (se i+ j é par)
LJ

0 (sei+jéimpar)

© 4, =D
-1 (sei>j)
d Aij =40  (sei=)
1 (sei<})

ProBLEMA 1.3.— Escrever a matriz A € R%® tal que:

(@ A,; é o minimo multiplo comum de i e j;

(b) A, ; é o miximo divisor comum de i e j.

ProBLEMA 1.4.— Seja A € K™, Descreva a matriz B onde B; ; = A, ,;1_;.

PrOBLEMA 1.5.— Sejam A, B, D € R¥?, ¢ € R?>? e E € R, Determine quais
das seguintes expressdes matriciais estdo bem definidas, e nesses casos, indique o
tipo da matriz resultante.

(a) BA (b) AC+D () AE+ B
(€) E(A+ B) (f) E(AC) (E'A

ProBLEMA 1.6.— Simplifique:

X—y y—-x z—w X—w y—Xx z-—Yy
w—-x x-—-y y—z y—-x z-y w-z|’

© ESD

(d AB+B
(h) (AT + E)D.



ProBLEMA 1.7.— Resolva (em ordem a X), em funcio de A e B, a equacgdo matricial:

3(X + %A) =5(X - %B).

ProBLEMA 1.8.— Sejam,

1 00 1 11
A=13=]0 1 0| e B=|1 1 1
0 0 1 1 11

Resolva (em ordem a X) a equacdo

X+A=2X-B).

ProBLEMA 1.9.— Comece por calcular o produto:

a h gl|x
[xyl]hbfy.
g f c]|l

Depois, exprima em nota¢ao matricial as igualdades seguintes:

(@ x>+ 9xy+ ) +8x+5y+2=0;

2V
© xy=a%
(d) »* =4xy.

ProsreEmA 1.10.— Calcule A% e A3, sendo:
2

0
A=]0
0

S O 9

a
a
0

PrOBLEMA 1.11.— Mostre que (A(B+C))" = BTAT +CTA".

ProBLEMA I.I2.— Seja A € K™ uma matriz quadrada. O trago de A que se denota
tr(A) é a soma dos elementos da diagonal principal i.e.,
tr(A) = A1+ A0+ + A,
Mostre que
(@) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B);
(b) tr(zA) = atr(A).

ProBLEMA 1.13.— Duas matrizes A, B anti-comutam se AB = —BA. Mostre que as

matrizes de Pauli:
0 1 0 —i 1 0
S = , S = . S, =
o R R ] FOSY F
onde i* = —1, anti-comutam entre si.

ProBLEMA 1.14.— Consideremos matrizes A, B € K"™". Mostre que se tem tr(AB) =
tr(BA).
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ProBrEMA 1.15.— Consideremos a matriz complexa,

A= lo f] .
i 0
Calcule A2, A%, A* e obtenha uma exprssio geral para A", onde n € N\ {0}.

ProBLEMA 1.16.— Sejam A, B € K™ matrizes quadradas da mesma ordem tais
que A e AB — BA comutam. Mostre que para cada natural n > 1 se tem:

A"B — BA" = n(AB — BA)A™™ .

ProBLEMA 1.17.— Seja A € R¥3 e B a matriz cujas colunas sdo, respetivamente,

0s vectores:
1 0 5 3
b, =[2| b,=|3] by=|o| b,=]2]
0 1 1 2

Sabendo que
Abl = b4, A(b2 - b3) = bl’ A(b2 + b3) = b4, Ab4 = b3

Determine a matriz AB.

ProBrEMA 1.18.— Considere as matrizes
A= 0 1 ’ B= -1 -1 .
0 1 0 0

(A+ B)> # A>+2AB + B?

Mostre que

mas,

(A+ B = A> +3A’B+3AB* + B>.

PrOBLEMA 1.19.— Duas matrizes A, B comutam se AB = BA (neste caso A e B tém
que ser quadradas da mesma ordem).

(@) Mostre que se A e B comutam entdo, para quaisquer naturais m, n as matrizes
A" e B" também comutam.

(b) Mostre que se A e B comutam entdo a férmula do binémio de Newton é
verdadeira para A e B ie.,

(A+B)=) <”>A”—k3k.
k=0 k

(Use inducdo em n.)
ProBLEMA 1.20.— Mostre que para cada 4 # 0 se tem que Ai =1, onde

0o 2
A, = .

(Este facto mostra que uma matriz pode possuir uma infinidade de raizes quadra-

das.)

© ESD



II

ProBrEMA 1.21.— Sejamx =[abc]e

0 - b
A=| ¢ 0 -—al
-b a 0

onde a* + B2 + 2 = 1.

Tx=1.

(a) Mostre que A% = x
(b) Prove que A% = —A.

(c) Determine A* em funcio de x.

ProBLEMA 1.22.— Seja E € R*? tal que tr(E) = 0.

(a) Mostre que existe 4 € R tal que E* = A1.
(b) Use (a) para mostrar que, dadas matrizes A, B,C € R se tem:

(AB — BA)’C = C(AB — BA)~.

ProBrEMA 1.23.— Considere a matriz

0 a & &
A= 0 0 a & .

00 0 a

00 0 O

Seja B a matriz definida por:
1o, 1,3
B=A— A+ A% -
2 3

(a soma é infinita). Mostre que apenas um numero finito de parcelas na soma

1 4
— A"+ ..
4

acima ¢ diferente de 0 e determine B. Mostre ainda que a soma

1 ., 1 3 1 4
B+EB +§B +47B + .-

tem apenas um numero finito de parcelas diferentes da matriz nula e que a soma

em causa é A.

ProBLEMA 1.24.— Consideremos as matrizes:

Azlcose sinel . lecosqb sinqb].

—sinf cosf —sing cos¢

(a) Prove que

AB = cos(f0 +¢) sin(@ + @)
T | =sin(@+¢) cos(@+ )|

(b) Prove que

An

cosnf  sinnf
—sinn® cosn|’
(Use inducio.)

ProBLEMA 1.25.— Se A, B € R™" denotamos por [AB] o denominado produto de
Lie das matrizes A e B que se define através de [A, B] = AB — BA. Estabeleca as
seguintes identidades:
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(@ [[A,B].C1+[[B.C], Al +[[C. A, B] = 0;
(b) [A+ B,C]=[A,C]+[B,C];
(©) [A,B+C]=[A,B]+[A,C];
(d) [aA, B]=[A,aB] = a[A, B].



Apéndices

1A DEMONSTRAGOES

TEOREMA 1.5.—Sejam, A, B,C € K"™" e a,p € K.

1. A+ B= B+ Aie., aadicdo de matrizes é comutativa.
2. (A+B)+C = A+ (B+C)ie., aadicdo de matrizes € associativa.
3. A+0 = A (onde 0 € K™" ¢ a matriz nula).

4. A matriz simétrica de A que se denota —A é a matriz do mesmo tipo de A que
satisfaz (-A);; = —A, ;. Tem-se que A+ (—A) = 0. Além disso, —A € a tinica
matriz, C, que satisfaz A+ C = 0.

5. 00=0,1A=Ae(-DA=—A

6. a(A+ B) = (¢ A)+ (aB) i.e., 0 produto por escalar ¢ distributivo relativamente
a adicdo de matrizes.

7. (a+ p)A = (aA) + (BA) i.e., 0 produto por escalar ¢ distributivo relativamente
a adicdo de escalares.

8. a(fA) = (ap)A.

DEMONSTRAGAO.—
1. Como A + B e B + A sio do mesmo tipo, basta mostrar que as entradas corres-
pondentes sio iguais. Tem-se entdo,

(A+B);;=A;;+B;;=B;;+ A ;=(BxA),,.

(Observe-se que A, ; + B, ; = B;; + A; ; porque neste caso estamos a considerar a
adicio numérica que, como sabemos, é comutativa.)

2. Analogo ao anterior:
(A+B)+C),;=(A+B),;+C;;=(A,; + B, )+ C;; =
=Aj+B;+C;))=A4,;+(B+C);; =(A+(B+C)),;.
3. Tem-se:
(A+0);;,=A4,;+i,j=A4,;+0=4,;,.

4. Tem-se:

(A+(=A);; = A+ (=A) ;= Ay ;= Ay ; = 0.

ij =
Quanto a unicidade suponhamos que A+C = 0, ou seja, para quaisquer i, j tem-se
(A+C); ; = 0. Tem-se entdo, para todooi, j, que A; ;+C;; =0,0usejaC;; = —Ai,j.
Mas, isto significa precisamente que C = —A.
5. Tem-se (0A4); ; = 04, ; = 0, para quaisquer i, j, ou seja 04 = 0. Tem-se (14), ; =
14, ; = A; ;, para quaisquer i, j, ou seja 14 = A. Basta constatar que para quaisquer
i,jsetem ((-DA);; = (=DA;; = -A;; = (-A),.
6. Tem-se:

(a(A+B));j =a(A+ B);; =a(A;;+ B; ;) =aA; ;+aB; ; =

= (aA)i’j + (aB)i’j =(aA + aB),-’j.

I3
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7. Tem-se:
(a+PA); =@+ PA;; = aA;; + PA;; = (@A), + (BA),; = (@A + pA), .
8. Tem-se:
(a(BA));; = a(PA);; = a(BA;)) = (aP)A;; = (ap)A); ;.

O que conclui a demonstracio. %

TeOREMA 1.8.— Sejam A € K™ e B € K™". Dado i € {1,...,m} tem-se que:

(AB);, = A; 1By, +A,By,+ -+ A; B (1.8)

Lr=r*
ou seja, a i-ésima linha de AB ¢ uma combinagdo linear das linhas de B cujos coefi-
cientes sdo as entradas da linha i de A. Analogamente,

(AB), ;=B A, 1+ By A, + -+ B, A, (19)

ou seja, a j-ésima coluna de AB é uma combinagdo linear das colunas de A cujos
coeficientes sdo as entradas da coluna j de B.

DemonsTRAGAO.— Consideremos A € K™*, B € K¥". Temos:

(AB),, = [Ai,lBl,l +o+ A By A 1B+ -+ Ai,kBk,n] =

confirmando que a i-ésima linha de AB é uma combinacio linear das linhas de B
usando como coeficientes os as entradas da i-ésima linha de A.
No caso das colunas tem-se:
Ay Byj+ -+ A By By Al
(AB), ; = : =Bl o [t Byl =
Am,lBl,j + e+ Am,kBk,j By, Ak
= BLJ-A*J + e+ Bk,jA*,kv

confirmando-se que a j-ésima coluna de AB ¢ uma combinacio linear das colunas
de A que usa como coeficientes as entradas da j-ésima coluna de B. %

LeEMA 1.9.—Sejam A, B, C matrizes e a € K.

I. (AB)C = A(BC);

»

A(B+C) = AB + AC;
(A + B)C = AC + BC;
AO=0e0A=0;

oo

Al=AelA= 4

S

a(AB) = (¢ A)B = A(aB).

DEMONSTRAGAO.—
1. Tem-se que:

((AB)C),‘,J‘ = (AB)i,*C*,j = (Ai,lBl,* +o-t Ai,sBs,*)C*,j =
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=A;;B,,C.;++A B .C.;=A,(BC);++A,(BC),; =
= (A(BO)),,.

(Na passagem da primeira para a segunda linha na sequéncia das igualdades acima
usamos a propriedade 3. que ainda ndo demonstramos. Nao ha nada de irregular
nisto uma vez que a demonstra¢do de 3. que faremos a seguir nio depende de 1.)

2. Tem-se:
(A(B+CQ)),; =
=A;,(B+C),;=A.(B,;+C,;)=A;,1(B; +C )+ -+ A (B,; +C,;) =
=A; 1B j+A,,C;++A B ;+A,,C;=
=(A; By j+ -+ A B )+ (A C+ -+ A C ) =

= (AB),; + (AC), .

3. Totalmente analogo ao anterior.

4. Para quaisquer i, j temos que

k k
(A0),; = )" 4,0, =" A4,,0=0.
s=1 s=1

Concluimos assim que A0 = 0. Analogamente para 0A.
5. Analogo ao anterior.

6. Temos que:
(a(AB))i,j = a(AB)i,j = a(Ai,lBl,j +ot Ai,sBs,j) =
= (aA;)B,; + -+ (aA; )By; = (aA); 1)B ; + -+ + (aA); (B, ; =
= ((¢A)B); ;.
Por outro lado,
(«(AB));; = a(AB);; = a(A; By ; + -+ A; B, ;) =
=A; @By )+ -+ A; ) aB ;) = A; ) aB), ; + -+ A; (aB),; =
= (A@B)), .

Concluimos assim a demonstracio. A

LEMA-1.12.—Sejam A, B matrizes quadradas.
1. Se A é invertivel entdo A~ é invertivel e (A™1)™! = A;
2. Se A é invertivel e a # 0 entdo aA é invertivel e (¢ A)™! = (l/a)A™!;
3. Se A, B sdo invertiveis entdo AB € invertivel e (AB)™! = B~1 A7,

DEMONSTRAGAO.—
1. Trivial.

2. Tem-se que:
(lA—l)(aA) =Loata=11=1
a a

e, analogamente, (@ A)((1/a)A™") = 1.
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3. Temos que:

(ABYB~'A™YY = A(BBHA' = AT1A 1 = 4471 = 1.

Da mesma forma se constata que (B~' A~')(AB) = 1. Tendo em conta a unicidade

da inversa, concluimos que B~'A™! = (4B)~.

LeMA .—Sejam A, B matrizes e a € K.
L (ADT = 4;
2. A+B)"=A"T+BT;
3. (@A) =aAT;
4. (AB)T = BTAT.
5. se A é invertivel entdo AT é invertivel e (AT)™! = (A™HT.

DEMONSTRAGAO.—
1. Tem-se:

(AN = (AN, = A,
Assim, (AT = A.
2. Temos que:
TN _ _ _ 4T T

((A+B)),;=(A+B),;=(A+B);;=A;;+B;; =(A");; +(B"), ;.
Pelo que (A+ B)' = A" + B'.
3. Analogo ao anterior.
4. Temos

(AB)"),; = (AB);; = A; B ;+ -+ A; B, =

J.s s,
= (AN ;BN + -+ (A1), ;(BT);; = (BD); j(AT)) j + -+ (BT); (A1), ; =
=(BTA),;.

Concluimos assim que (AB)" = BT A".
5. Tem-se que
A HTAT=AAHT =1T =1.
De modo inteiramente andlogo também se verifica que AT(A™1)T
tem (AN '=AHT.

1.B  SorLugOEes pos EXERCICIOS

SoLUGAO (DO PROBLEMA 1.2).—

2 3 4 1 0 1 D% =Dt =72 1
@13 4 51 ®o 1 of @D D D' ]|=]-1
4 5 6 1 0 1 D> D' (1P 1

SoLugio (Do PROBLEMA 1.3).— Andlogo ao anterior.

|

=1 pelo que se

|

-1
1
-1

i

1
-1
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Sorugio (Do PrROBLEMA 1.4).— Tendo em conta que B, ; = A, ,11-; tem-se que:

Al,n Al,n—l Al,2 Al,l
B= Ay Agpor v Agp Ag
An,n An,n—l An,2 An,l

SoLugio (Do PROBLEMA 1.5).— (a) BA corresponderia um produto do tipo (3 x x) -
(3 X 2) que nio se encontra definido.

(b) AC + D (tendo em conta que o produto tem precedéncia sobre a soma) é da
forma (3x2)-(2x2)+(3%2). O produto estd definido e resulta numa matriz (3x2)
pelo que a soma se encontra igualmente definida.

(c) AE € K>3 e B nio ¢ deste tipo, logo a soma nio esta definida.

(d) O produto AB nio estd definido pelo que AB + B também nio.

(e) E(A + B) esta definida e é do tipo 2 x 2.

(f) E(AC) estd bem definida e é do tipo 2 x 2.

(g) ET A ndo est4 definida.

(h) (AT + E)D esté definida e é do tipo 2 x 2. |

SoLugAo (DO PROBLEMA 1.6).—
w-—y 0 0
w-y x—z y—w|’

SoLugio (Do PROBLEMA 1.7).— As leis a que obedecem as operacdes de adicio de
matrizes e multiplicagdo por escalar sdo aquelas que satisfazem as operagdes nu-
méricas. Assim, quando estas sdo as unicas opera¢des envolvidas podemos pro-

ceder como se estivéssemos a lidar com nimeros:

Loy=sx-3 _sx=_34_1
3(X+§A)_5(X 4B)©3X 5X = 2A 4B
_3,.05
©X=74+=2B

SoLucio (Do PROBLEMA 1.8).— Tem-se:

X+A=2X-B)e-X=—-A-2B

S X =A+2B.
Ou seja,
3 2 2
X=(2 3 2
2 2 3

SoLugio (Do PROBLEMA 1.9).— Tem-se que:

a h gl|x ax+hy+g
[x y 1] h b flly =[x y 1] hx+by+ f =[ax2+by2+2gx+2fy+2hxy+c].
g f 1

c gx+ fy+ec

Tem-se agora:
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@
1 92 417[x
[x y 1] o 1 sn|ly =[0]
4 52 2|1
(b)
Va®> 0  07][x
[x y 1] o g olly =[o]
o o -1]|1
©
0 12 0 ]x
[x . 1] 12 o o ||y =[0]
0 o0 —da?]|1
d
0 -2 0][x
[xyl] 2 1 0y=[0]
0 0 o]t
SoLuGio (DO PROBLEMA 1.10).— Tem-se:
0 0 a 000
A>=AA=|0 0 0 A’=AA’=|0 0 0]|=0.
000 000

Observe-se que se n > 3 se tem A" = 0 porque

An — A(n—3)+3 — An—3A3 — An—3® — @

SoLugio (Do PROBLEMA L.1T).— Tem-se que:
(AB+O)NT T =B+C)"AT=BT+cHAT=BTAT+CTAT,

onde a primeira igualdade se justifica através do uso da propriedade (XY)" =
YTXT; e a segunda se justifica pelo emprego da propriedade de distributividade
a direita. |Z|

SoLugio (Do PROBLEMA 1.12).— (a) Tem-se que

tr(A + B) = (A + B)l,l + (A + B)2,2 + -+ (A + B)n,n =
= (Al,l + Bl,l) + (A2,2 + B2’2) + -+ (An’n + Bn’n) =
= (Al,l + A2,2 + et An,n) + (Bl,l + B2,2 + et Bn,n) =
= tr(A) + tr(B).
(b) Tem-se que:
tr(aA)

(aA)l,l + (aA)2,2 ++ (aA)n,n =
= aAl’l + aAz,z + -+ aAn,n =
(x(Algl + A2,2 + -+ An’n) =

a tr(A).

Note-se que em geral nio se tem tr(AB) = tr(A)tr(B). Isso pode confirmar-se
facilmente através do seguinte contra-exemplo: se 1 é a matriz identidade de
ordem 2 entdo tr(1) = 2.



Considerando A = B = 1 tem-se tr(AB) = tr(1) = 2. No entanto tr(A)tr(B) =
2 -2 =4 logo, neste caso, tr(AB) # tr(A)tr(B). M

SoLugio (Do PROBLEMA 1.13).— Verificamos apenas um dos casos os outros sao ana-
0 —if |1 O 0 i
S,S, = =
i | i
| . . .
S8, = 0 O i O H__ 0 i
Yoo —-1]1i 0 i 0 i 0

como se pretendia. %

logos.

ou seja, S,S, = -S,S

Py
SoLugio (DO PROBLEMA 1.14).— Tem-se que:

tr(AB) = (AB) | + (AB)y, + -+ (AB),, =
=(A B +A 2B+ +A,B, )+
(Ay1Bip+AyByy+ -+ Ay, B, o)+

(An,lBl,n + An,ZBZ,n + et An,an,n)

que, somando coluna a coluna, é igual a

=(A11By 1 +Ay B+ -+ A,,B )+
(AjpBy1 +AypBrp+ -+ A, By )+
(Al,an,l + A2,an,2 + et An,an,n)

= (B 1A+ BipAy; + -+ B ,A, D+
(By1Ajp+ BysAgy+ -+ By A, o)+
(Bn,lAl,n + Bn,2A2,n + et Bn,nAn,n)

=tr(BA),

como se pretendia. %

Sorugio (Do ProBLEMA 1.15).— Calculando as poténcias indicadas obtém-se que
A% = -1, A3 = —~A e A* = 1. Pelo que, continuando, se obtém A% = A*A = 14 =
A, A =AA=A2=-1,AT=AA=-14=-A,A3=A"A=-AA=-A*=1,
etc.

Conclui-se assim que

T (sen=4k)

A (sen=4k+1)
-1 (sen=4k+2)
(se n =4k +3)

Sorugio (Do PROBLEMA 1.16).— A demonstracio é por inducio.3 Para n = 1 a rela-
cdo ¢ trivialmente verdadeira pois corresponde a

AB — BA = 1(AB + BA)l = 1(AB — BA)A".

Admitamos como hipdtese de indugdo que para qualquer 1 < k < n se tem A*B —
BA* = k(AB - BA)A*~!. Admitindo esta relagdo tentaremos entdo provar a tese

19

3 O principio de indugio é normal-
mente formulado da seguinte forma:
sendo W(x) é uma proposi¢do acerca
de ntimeros naturais x, se
(@) ¥(p) é verdadeira e,
(b) para qualquer n > p, sempre
que ¥(n) ¢ verdadeira, o
mesmo sucede com ¥(n + 1)

entdo, tem-se que ¥(n) é verdadeira,
para qualquer n > p.

No entanto o principio de inducio
possui outras formula¢des equivalen-
tes que, consoante as circunstincias,
se podem revelar mais adequadas.
Uma dessas formulacoes é o denomi-
nado principio de indugdo completa. A
respectiva formulagio é a seguinte:
sendo ¥(x) é uma proposicio acerca
de nimeros naturais x, se

(@) W(p) é verdadeira e,

(b) sempre que ¥(k), ..., ¥(n) sio
verdadeiras, isso implica que
Y(n + 1) é verdadeira

entdo, tem-se que P(n) é verdadeira,
para qualquer n > p.

Observe-se que embora esta forma
de inducio seja logicamente equiva-
lente & primeira, pode nas aplicacoes
revelar-se mais fécil de usar. Observe-
se que a hipdtese de inducio consiste,
agora, em assumir que a proposicio ¢
verdadeira para todos os naturais que
precedem cada n (e ndo apenas para o
seu antecessor).



20

ie., que se tem A"'B — BA™! = (n + 1)(AB — BA)A". Pela nossa hipotese de
inducio a relacio é verdadeira para n ou seja podemos assumir que

A"B — BA" = n(AB — BA)A™™! (1.10)
multiplicando (1.10) 2 esquerda por A, obtém-se:
A"™'B — ABA" = nA(AB — BA)A"™ ' = n(AB — BA)A”"; (.11)
por outro lado, multiplicando (1.10) 4 direita por A, obtém-se:
A"BA — BA"! = n(AB — BA)A". (1.12)
Somando membro a membro as igualdades (1.11) e (1.12) obtemos:
A" — BA"™! 4 A"BA — ABA" = 2n(AB — BA)A",
ou seja,

A™! — BA"™! = 2n(AB — BA)A" — (A"BA — ABA").

Tem-se entdo,
A" — BA"™! = 2n(AB — BA)A" — (A"BA — ABA")

=2n(AB — BA)A" — A(A""'BA — BA")
=2n(AB — BA)A" — A(A""'B - BA"™ HA
=2n(AB — BA)A" — A((n — 1)(AB — BA)A" A
=2n(AB — BA)A" — (n— 1)A(AB — BA)A""!
=2n(AB — BA)A" — (n — 1)(AB — BA)A"
=(n+1)(AB— BA)A",

como se pretendia. %

SoLugAo (Do PROBLEMA 1.17).— A solucdo desta questdo depende de uma simples
observacdo: se AB = C entdo a i-ésima coluna de C obtém-se multiplicando a matriz
A pela i-ésima coluna de B. Feita esta observacio tem-se que

AB = [Abl | Ab, | Ab, | Ab4].
Ora, Ab, = b, e Ab, = bs. Por outro lado tem-se:
b, = A(b, —b;) = Aby — Ab; e b, = A(b, + bs) = Ab, + Abs.
Adicionando membro a membro as duas igualdades obtemos:
%(b1 +by) = Ab,
e, subtraindo membro a membro as duas igualdades obtemos:
%(b4 —by) = Abs.

Conclui-se assim que:

SoLugAo (Do PROBLEMA 1.18).— Basta fazer as contas:

1 0 1 2
(A+ B)’ = A’ +2AB+ B* =
0 1 0
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Por outro lado:

-1
(A+B)Y = A3 +3A’B+3AB*>+ B’ = lo (1)]

O exercicio mostra que a férmula do bindmio de Newton nio se aplica geral-
mente a matrizes, no entanto, pode ser verdadeira para certas poténcias de certas
matrizes mesmo falhando para outras (envolvendo a mesmas matrizes).
Vale ainda a pena mencionar explicitamente as razées podem fazer falhar a
igualdade (A + B)?> = A> + 2AB + B%. Tem-se:
(A+ B =A>+2AB+ B> (A+ B)(A+ B)= A>+2AB + B?
< A(A+ B)+ B(A+ B)= A> +2AB + B®
& A2+ AB+ BA+ B> = A +2AB + B?
< AB+ BA=AB+ AB
< AB = BA.

Ou seja a férmula é verdadeira se e s6 se as matrizes A e B permutam. |

SoLuGAo (DO PROBLEMA 1.19).— (a) Mostremos primeiro (usando indugio) que AB" =
B" A, para todo o natural n. Para n = 1 o resultado ¢ verdadeiro pela hipétese do
enunciado (as matrizes comutam). Admitamos que o resultado é verdadeiro para
um dado n. Vejamos que permanece vélido para n+ 1. Tem-se AB""!' = A(B"B) =
(AB")B e, por hipétese de inducdo AB" = B" A assim, (AB")B = B"AB = B"BA =
B"*! A, como se pretendia.
Usando agora indu¢io em m podemos provar o caso geral. Para m = 1 estamos
perante o resultado que acabdmos de estabelecer. Admitamos pois que para um 4 Recorde-se que
"> __nt
k)~ (=K

onde 0! = 1e(n+1)! = (n+ 1)(n!).

pela hipétese de inducdo. Por outro lado, AB"A™ = B"AA™, pelo anterior e, ((;) ¢ o nimero de combinacoes
de n objectos tomados k a k e n! é
o factorial de n). Recorde-se ainda

dado m se tem A™B" = B"A™. Entdo, para m + 1 tem-se: <

Am+1Bn :AAmBH :ABnAm

finalmente B"AA™ = B"A™*!. como se pretendia.

(b) O resultado ¢é trivialmente verdadeiro para n = 1 pois* que por definicdo, para uma matriz
quadrada A4 se tem:
(A+B'=A+B= ((1)>A1B0 + <711>A0B1 = <(1)>A1ﬂ + <’1‘>ﬂ31. A =T, A" = A"A = AA"

visto que, para qualquer n > 1 se tem

(-()-

Suponhamos entdo que para um dado n se tem

(A+B) =) (Z)A”"‘B".

k=0
e verifiquemos que a relagdo permanece verdadeira, neste caso, para n + 1.
(A+ B =(A+ B)Y(A+ B)"
—k gk
=(A+B)Yi, (g)/z" B L
n n — n n —_

= AZk:O (k>An B"+B Zk:O (k)An B

1- - 1
— ZZ=() (Z)AFH- kBk + ZZ:O (Z)An kBk+ .

Recorrendo as propriedades usuais do simbolo de somatdrio obtemos:? 5 As propriedades interessantes sio:
n s n
Ya=Ya+ ) q
i=r i=r i=s+1
se r<s<un,eainda

n
Su= 3 a
i=r

F
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Y, (Z)An+1—kBk +Y0, (Z)An—kBk+l
=AY (:)An+l—kBk I (Z)An—kBk+l 4 gl
=AY (:)An+1—kBk +Y, (kfl)An+1—kBk + g
=AY (") + (kfl))An+l—kBk 4 gl
= Aty (n-li-l)AnH—kBk 4 Bl
= B (77 A B

como se pretendia. A

SoLuGio (Do PROBLEMA 1.20).— Tem-se que:

) 0 Al|lO0 4 0+4~1  20+02
Aﬂ: _1 - = _1 - - 2‘“
Aol At o Alo+0at ata+o

Ou seja, a matriz identidade pode possuir infinitas raizes quadradas i.e., matrizes
A tais que A =1. %

SoLUGAO (DO PROBLEMA 1.21).—

(a) Calculando:
0 — bJO — b —(b* + ¢ ab ac
A’ =] ¢ 0 =—all c 0 =—al|= ab —(a2 + 02) bc
-b a Ofl-b a 0 ac bc —(a2 + bz)
Por outro lado:
a 1 00 a> ab ac 1 00 at -1 ab ac
x'x=1= b[a b c]— 0 1 0|l=|ab b* be|-|0 1 O|=| ab -1 be
c 0 0 1 ac be c? 0 0 1 ac bc -1

As duas matrizes sdo iguais porque, por hipétese a® + b* + ¢ = 1.

(b) Tem-se:
0 - b [a*-1 ab ac
A =AA’=c 0 —af ab P -1 b |=-4
-b a 0 ac be 2 -1

(Acima deixdmos o célculo do produto a cargo do leitor, mas as contas sio sim-

ples.)
(¢) Tendo em conta o anterior tem-se que:

A =A3A=-A2=1-x"x

Sorugio (po PrROBLEMA 1.22).— O traco de uma matriz quadrada E, que se denota
tr(E) é a soma dos elementos da diagonal principal. Se tr(E) = 0 neste caso em
que a matriz é 2 x 2 isso significa que os dois elementos da diagonal principal sdo
simétricos. A matriz E ¢é entdo da forma
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assim:
b b 24+bc ab—b
B2 = l“ ] l" ] — l“ e al “] = (a® + bo)1.
¢ —allc -a ca—ac a” +bc

Pelo que basta considerar A = a® + bc.
(b) Comecemos por observar que tr(AB — BA) = 0. Como vimos no exercicio 13,
tr(AB) = tr(BA). Por outro lado, no exercicio 11 vimos que tr(A+ B) = tr(A)+tr(B)
e tr(aA) = atr(A). Tem-se assim que tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.

Pelo exercicio anterior temos que existe A tal que (AB — BA)? = Al. Assim

sendo,
(AB— BA)’C = 21C = AC1 = C(41) = C(AB — BA)*.

Sorugio (Do PrOBLEMA 1.23).— Calculando as primeiras poténcias de A obtemos
que A* = 0, desta forma, para qualquer n > 4 tem-se A" = A*A"™* = 04"* = 0.
Do célculo dessas poténcias resulta ainda que:

0 0 & 24° 000 a
2
pe-l0o o0 21 5 000 0
00 0 0 000 0O
00 0 O 000 0O
Tem-se assim que

0 a a2 a3

2

2

B=a-ta lp_ |00 @ a2}
2 3 00 0 a

00 0 0

O resto da resolucio é semelhante a primeira parte: o calculo das primeiras po-

téncias de B mostra que B* = 0 pelo que
Bt B+ 2B+ Bt =By Bt B,

e a igualdade pretendida pode ser verificada calculando a soma finita. |

SoLugAo (DO PROBLEMA 1.24).— (a) Tem-se:

B [oose sinG] lcosd) sin¢] ~ l (cos B)(cos ) — (sin@sin)  (cos O)(sin ) + (sin B)(cos )

—sinf cosf| |—sing cos¢ —((cos B)(sin ¢p) + (sin B)(cos ¢p)) (cos B)(cos ¢) — (sin )(sin ¢p)
Tendo em contas as férmulas trigonométricas® obtemos que § As férmulas em questdo sio as
. seguintes:
AB = co§(9 +¢) sin(@ + @) ' @+ §) =
—sin(@ + ¢) cos(0 + @) (sin B)(cos ¢) = (cos B)(sin ¢)
L . . . ~ O x¢) =
(b) O caso n =1 é evidente. Admitamos como hipétese de indu¢do que para um COS(COS 9)(cos ) F (sin 0)(sin ¢).

dado n se tem

4= | Cos ng  sinnd
~ |[=sinno cosnod

e verifiquemos que também se tem entdo que:

A+ = cos(n+ 1)8 sin(n+1)0
" |=sin(n+ 1)6 cos(n+1)0

Temos:
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AT AAn = lcose sinQ] lcosne sinnel

cos(nf + 0)  sin(nd + )
—sinf cosd

cos(n+ 1)0  sin(n+ 1)0
—sin(nf + 0) cos(nd + 0)

—sinnf cosné —sin(n+ 1)@ cos(n+ 1)0

recorrendo uma vez mais as férmulas trigonométricas. %

SoLucio (Do PROBLEMA 1.25).— () Tem-se que

[[A, B],C] +[[B,C], A] + [[C, A], B] =
= (AB - BA)C — C(AB — BA) + (BC — CB)A — A(BC — CB) + (CA — AC)B — B(CA — AC)
= ABC — BAC —CAB+CBA+ BCA—CBA - ABC + ACB+ CAB — ACB — BCA + BAC
= (ABC — ABC) + (BAC — BAC) + (CAB — CAB) + (CBA — CBA) + (BCA — BCA) + (ACB — ACB) = 0.

(b) Tem-se:
[A+B,C]=(A+B)(C—-C(A+B)=AC+BC-CA-CB=(AC—-CA)+(BC—-CB)=[A,C]+[B,C].

(c) Tem-se:
[A,B+C]=AB+C)—(B+C)A=AB+AC—-BA—-CA=(AB—- BA)+(AC —-CA)=[A,B]+[A,C].

(d) Temos que:
[aA, B] = (¢A)B — B(aA) = aAB — aBA = a(AB — BA) = a[A, BI.

Por outro lado,
[A,aB] = A(aB) — (¢B)A = aAB — aBA = a(AB — BA) = a[A, B].



