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2.1 EQUA(;OES LINEARES E SISTEMAS DE EQUAQ@ES LINEARES

DEFINIGAO 2.1 (EQUAGAO LINEAR).— Uma equagdo linear com coeficientes em K nas
incdgnitas (x,, x, ..., x,) € uma expressdo equivalente a uma expressio da forma:

ax +axy+ ot ax, =p (2.1)
onde aj,ay, ..., a,, f €K

Por exemplo 2x + y = 0 é uma equacio linear nas varidveis (x,y). A equacido
2x = 1 —x — 3y + z também ¢é uma equacio linear nas varidveis (x, y, z), porque
recorrendo as regras propriedades algébricas validas em qualquer corpo e, em
particular, em R e em C, verificamos facilmente que aquela equacio é equivalente
a3x+3y—z=1que édaforma (2.1).

Facilmente se observa que uma equacio linear nas variaveis x,, ..., x, ¢ uma
igualdade 6 = 7 onde ¢ e 7 sdo somas de expressoes da forma ax onde « é um
escalar e x é uma das variaveis."

Observe-se ainda que indicamos nio apenas um conjunto de varidveis mas um
n-uplo de varidveis, (x, x,, ..., x,,). Isto é importante na defini¢do seguinte:

DEFINIGAO 2.2 (CONJUNTO SOLUGAO DE UMA EQUAGAO LINEAR).— Seja a;x; + apx, +
-+ a,x, = B uma equagdo linear nas varidveis (x,x,, ..., x,). O conjunto solu-
¢do desta equagdo € o conjunto

CS) = {(61,52,...,5,1) (S K” | alél +(12§2+ o +an§n Zﬁ}

DEFINIGAO 2.3 (EQUAGOES EQUIVALENTES).— Duas equagdes lineares, nas mesmas va-
ridveis, sdo equivalentes se tém as mesmas solugdes.

Note-se que muitas vezes limitamo-nos a indicar as varidveis de uma equacio sem
indicar explicitamente uma ordenagdo, casos em que se assume que a ordem ¢ a
ordem pela qual as variaveis sdo apresentadas. No caso de varidveis indexadas e.g.,
uy,uy,usz, ... a ordem que se considera é a ordem natural dos seus indices, desde
que ndo seja fornecida outra.

Equagdo linear

' Com efeito, uma tal expressio
pode ser sempre escrita a menos de
equivaléncia na forma (2.1).

Conjunto solugdo de uma equagdo linear

Equagdes equivalentes



Por exemplo, consideremos a equacio x; + x, + x3 = 0 em R.* Para encontrar
o conjunto solucio desta equagdo, podemos exprimir uma das varidveis a custa
das outras e.g. x; = —x, — x3 OU x, = —x; — x3 ou ainda x3 = —x; — x,. Cada uma
destas equacdes serva para descrever o conjunto solucao:
S = {(—xy — x3,%9,X3) | X9, x3 € R} = {(x), x| — x3,x3) | x,x3 € R} =
= {(x],%Xy,—Xx] — x5 | x|, x, € R}
Observe-se que em cada uma das formas de exprimir o conjunto solu¢io, uma
variavel é fun¢ao de outras duas que podem tomar qualquer valor. Em cada uma
dessas formas, as varidveis que podem tomar qualquer valor dizem-se varidveis
livres as que sdo funcio destas dizem-se varidveis dependentes. Note-se que a clas-
sificacdo das varidveis enquanto livres ou dependentes nio se faz a partir da equa-
cdo, ela é uma consequéncia da forma que se escolhe para apresentar a solugdo.
As equagdes lineares ocorrem naturalmente numa variedade de contextos mas,
frequentemente um problema requer que encontremos as solu¢des de vérias equa-

¢oes lineares simultaneamente. Esta situagdo motiva a préxima definicio.

DEFINIGAO 2.4 (SISTEMA DE EQUAGOES LINEARES).— Um sistema de equagdes lineares
¢ simplesmente um conjunto, X(x, ..., x,), de equagdes lineares (em (x,, ..., x,)). Se
2(xy, ..., X,), CONsiste nas equagoes &, ..., &, e se para cadai=1,..., ksetem que §;
€ o conjunto solu¢do da equagdo &; entdo, o conjunto solugdo do sistema X(x, ..., x,),
que denotamos por S(%), € a interse¢do dos conjuntos solugdo das equagdes que com-
pbem o sistema i.e.,

SE =M\,
i=1

DEFINIGAO 2.5 (SISTEMAS EQUIVALENTES).— Dois sistemas de equagdes, nas mesmas
varidveis sdo equivalentes se possuem o mesmo conjunto solugdo.

Normalmente, um sistema 2(x,, ..., x,,) com m equagdes é apresentado na forma:

ap X+ ayx, =y
X+ X, =P (2.2)
Xy 1% + et QX nXn = ﬁm

ou melhor dizendo, numa forma que ¢ equivalente (usando equacdes equivalen-
tes) aquela forma. Por exemplo, consideramos que:

x—y+z=1 x—y+z=1
x=2-z € x+0y+z=2
x+y=-1 x+y+0z=-1

sdo ambos sistemas (e equivalentes).

Os sistemas de equa¢des podem envolver muitas equagdes e muitas incogni-
tas. Nio obstante, iremos descrever um método mecénico que nos permite re-
solver qualquer sistemas de forma sistematica, através da implementacio de um
algoritmo. Isso pressupde entre outras coisas uma representacdo adequada dos
sistemas de equagdes lineares.

2 De acordo com a nossa conven¢io

x; é a primeira varidvel, x, a segunda
1 2

e x5 a terceira.

Variaveis livres e dependentes

Sistema de equagdes lineares
Conjunto solugdo de um sistema de
equagdes lineares

Sistemas equivalentes



2.2 REPRESENTAQAO MATRICIAL DE SISTEMAS

Dado um sistema de equacdes lineares como (2.2) a respectiva representacio ma-
tricial envolve as denominadas matriz dos coeficientes, coluna dos termos indepen-
dentes, coluna das varidveis e matriz aumentada do sistema.

A matriz dos coeficientes ¢ preenchida com os coeficientes das variaveis nas
diferentes equac¢des que compdem o sistema: cada linha diz respeito a uma nica
equac¢do enquanto cada coluna diz respeito a uma udnica varidvel. No caso do
sistema (2.2) a matriz dos coeficientes é:

X1 X = Xn
ayy apccap, |Eqor
a Qyn - Eq. 2
e B (2.3)
U1 Ep2 Uy Eq m

A coluna do termos independentes guarda os termos independentes de cada uma
das equagdes i.e., os escalares que em cada equagdo ndo estdo multiplicados por
nenhuma varidvel. Mais uma vez, cada linha respeita a uma equacio. Assim, no
caso do sistema (2.2) a coluna dos termos independentes é:

Bi1Eq. 1
b | Eq. 2
b= (2.4)
B,1Eq. m
O vector coluna das varidveis é um vector coluna que contém as variaveis pela

exacta ordem em que s3o consideradas nas equacdes do sistema. Mais uma vez,
no caso do sistema (2.2) a coluna das varaveis é:

X1

x=|" ¢3)

X
Finalmente, a matriz aumentada obtém-se juntando a coluna dos termos indepen-

dentes a matriz dos coeficientes do sistema:

al,l al’z ...... a]’n ﬂ]
a a ...... a

[Alb]=| "2 72200 B b (2.6)
X1 Ao oo . Xn ﬁm

Exempro 1.— Consideremos o seguinte sistema nas variaveis x, y, z, w:
y—-x=w-2z
x+w—-z=0
x+y=1
Antes de obtermos as matrizes associadas ao sistema substituimos. sistema dado
por outro que lhe é equivalente mas que se encontra na forma normal i.e. na forma

Matriz dos coeficientes de um sistema

Coluna dos termos independentes de um
sistema

Vector coluna das varidveis de um sistema

Matriz aumentada de um sistema



de (2.2):
—-x+y+z-—w=0
x+0y—-z4+w=0
x+y+0z+0w=1

A partir desta forma as matrizes, dos coeficientes, das varidveis, dos termos inde-
pendentes e a matriz aumentada sdo, respectivamente:

11 1 -1 x 0 11 1 =10

1 0 -1 1], 7, of, 1 0 -1 110

1 1.0 0 z 1 1 1 0 01
w

Evidentemente o processo pode ser revertido e, se forem dadas uma matriz au-
mentada e a sequéncia de varidveis de um sistema de equagdes lineares, é possivel
escrevé-lo. E por isso que, muitas vezes nos referimos a uma matriz aumentada
de um sistema como o sistema pensando evidentemente no sistema que ele repre-
senta.

Exempro 2.— Resolva o sistema

1 0 2 1]1
0 01 1|1
0 0 0 1|1

O primeiro desafio que se coloca é o de escrever um sistema a que esta matriz cor-
responda como matriz aumentada. Uma vez que ndo foi antecipadamente uma
lista de varidveis, podemos nés préprios fornecer uma. As variaveis que escolhe-
mos sdo de facto irrelevantes i.e., se duas pessoas escolherem listas diferentes de
varidveis vdo obter sistemas equivalentes (com as mesmas solucdes). Assim, esco-
lhemos como lista de variaveis a lista (x|, x,, x5, x4). Feita esta escolha, o sistema
que corresponde a matriz acima é o seguinte:

X +2x3+x,=1

xX3+x4=1

x4 =1
Este sistema ¢ muito facil de resolver. Temos imediatamente que x, = 1, substi-
tuindo este valor na terceira equacdo obtemos x;+1 = 1 ou seja x3 = 0. Finalmente
resta-nos a primeira equacio onde podemos substituir as nossas determinacdes
de x; e x3. Obtemos x; +2-0+1 = 1, ou seja x; = 0. Temos entdo que (x;, x,, X3, X4)
¢ uma solucio do sistema se x; = 0, x3 = 0 e x, = 1. Observe-se que nio existe
nenhum constrangimento sobre x, que, portanto, pode ser qualquer. O conjunto
solucio é entio:

S = {(O,XZ,O, 1) I X (S R}

Foi possivel resolver o sistema descrito no exemplo anterior de forma muito sim-
ples. Basicamente comecando por resolver a dltima equacio e depois, por subs-
tituicdes percorrer no sentido ascendente todas as equagdes até obter a solugdo

final. Este método néo funciona para sistemas em geral, mas funcionou neste caso



por uma razdo particular: a matriz do sistema encontra-se numa forma muito

especial—diz-se que estd em escada de linhas.

DEFINIGAO 2.6 (PIVO DE UMA LINHA DE UMA MATRIZ).— Seja A uma matriz. Para cada
linha de A, o pivo dessa linha € a primeira entrada ndo nula nessa mesma linha, caso
exista. Uma linha nula ndo tem pivé.

DEFINIGAO 2.7 (MATRIZ EM ESCADA DE LINHAS).— Uma matriz A encontra-se em es-
cada de linhas se se verificam as aeguintes condigoes:

1. depois de uma linha nula sé existem linhas nulas;
2. na coluna do pivé de cada linha, abaixo dele, as entradas sdo todas nulas;
3. percorrendo as linhas no sentido descendente, os indices de coluna das posicdes

dos pivés aumentam estritamente.

Exempro 3.— Das matrizes,

1 01 1 0 1 1 1 1
A=|0 0 0 O}, B=|1 1 1|, C=|0 2
0010 0 0 O 0 0

apenas a matriz C se encontra em escada de linhas.

Quando a matriz de um sistema se encontra em escada de linhas, a respectiva resolu-
¢do é simples e pode ser efectuada usando o método do exemplo 2.

Na seccdo seguinte descrevemos um procedimento algoritmico—o método de
eliminagdo de Gauss—que permite transformar qualquer sistema, ou melhor, que
permite transformar a matriz aumentada de um qualquer sistema, numa matriz
em escada de linhas que representa um sistema equivalente ao primeiro. Este
ultimo, pelas consideragdes anteriores é facil de resolver e, o seu conjunto solugdo
¢ também o conjunto solucio do sistema inicial.

Antes concluirmos a presente seccio apresentamos uma outra forma de des-
crever um sistema de equagdes lineares. Dado um sistema de equacdes lineares,
2(xq, ..., X,), com m equagdes lineares, e sendo A, x e b a matriz dos coeficientes
do sistema, b a coluna dos termos independentes e x a coluna das varidveis en-
tdo resolver o sistema X ¢é equivalente a resolver a equacdo matricial Ax = b (na
incognita x).

Com efeito, supondo que o sistema é

apxy+ oy ,x, =By

X+ X, =P

X1 X1 + et X nXn = ﬁm

entiao tem-se

Pivé de uma linha de uma matriz

Matriz em escada de linhas



e, desta forma Ax =b é

al 1 ...... al n
X b
al,l ...... al’n . _ .
X N E B

am,l ..... am’n

ou seja,

ay1X1 +"'+al,nxn ﬂ
1
Oy Xy + -+ 0y, X, _|-
B

am’lxl + - +am nxn

>

o que, pelo critério de igualdade de matrizes é equivalente ao sistema original. Ou

seja um vector coluna

&
X =
Sn
¢ solu¢do da equagdo matricial Ax = b se e s se o n-uplo (¢, ..., ¢&,) é solucao do

sistema. E exactamente neste sentido que entendemos que o sistema e a equagido
matricial que lhe estd associada s3o equivalentes.

2.2.1 CLASSIFICAQAO DE UM SISTEMA RELATIVAMENTE A EXISTENCIA DE SOLU(;@ES

Relativamente a existéncias de solucdes, os sistemas distribuem-se por trés cate-
gorias: os sistemas ipossiveis sio aqueles cujo conjunto solugdo é vazio. O mesmo
¢ dizer: que ndo tém solugdes. O sistema que possuem uma tnica solu¢ao dizem-
se possiveis e determinados. Finalmente os sistemas que possuem mais que uma
solucdo dizem-se possiveis e indeterminados.

2.2.2 REPRESENTA(;AO DE UM SISTEMA ATRAVES DE UMA EQUA(;AO MATRICIAL

Consideremos um sistema onde a matriz dos coeficientes, A, a coluna das varid-
veis, x, e a coluna dos termos independentes, b, sdo:

al’l ...... al,n
a ...... a XI bl
P L ) R I R
xn bm

L

respectivamente. Neste caso, o sistema em causa é o sistema:

al’lxl + -+ al’nxn = bl

02’1xl + -+ az’nxn = b2

am1X1 +--+ AnnXn = bm

Tem-se entdo que as solucdes do sistema sdo exactamente as solugdes da equacao
matricial Ax = b.

Sistemas impossiveis

Sistemas possiveis e determinados

Sistema possiveis e indeterminados



Com efeito, Ax = b equivale a

a ...... a
1,1 1n Xy b,
a21 ...... az’n : _ .
. . . n m
aml ..... am,n
ou seja:
al’lx] +"'+a1’nxn b
1
ap 11X + -+ ay Xy, _| -
b

’ m
am’lxl + -+ am’nxn

Pelo critério de igualdade de matrizes, constata-se sem dificuldade que a igualdade
acima ¢ equivalente ao sistema apresentado.

2.3 METODO DE ELIMINAGAO DE (GAUSS

DEFINIGAO 2.8 (OPERAGOES ELEMENTARES SOBRE LINHAS).— As denominadas operacdes Operacdes elementares sobre linhas
elementares sobre as linhas de uma matriz sdo de trés tipos:

1. troca de duas linhas;
2. multiplicagdo de uma linha por um escalar ndo nulo;

3. substituir uma linha pelo resultado de adicionar a essa linha uma outra previa-
mente multiplicada por um escalar.

Recorremos a seguinte simbologia para descrever as opera¢des elementares; aL;
denota a multiplicacdo da linha i pelo escalar « # 0; L; 5 L; indica a troca da
linha i com a linha j; L; + aL; representa o resultado de substituir a linha i pelo
resultado de somar 2 linha i a linha j multiplicada por a. (Note-se que a primeira
linha indicada é aquela que é alterada e.g., L; + L, significa que a primeira linha
é substituida pelo resultado de somar a segunda linha a primeira.)

Os efeitos destas operagdes numa matriz, A € K™, podem ser obtidos algebri-
camente, multiplicando a esquerda a matriz A por certas matrizes que designamos
de matrizes elementares e que passamos desde ja a descrever.

Denotamos por Ej; € K™ a matriz, que é como a matriz identidade excepto  Matrizes elementares
que com as linhas i e j da identidade trocadas entre si. Denotamos por Ej(a) €
K™ (com i # j) a matriz que é como a matriz identidade excepto que a entrada
i,j é a. Finalmente, denotamos por E"(a) € K™ (para a # 0) a matriz que ¢
como a identidade excepto que na i-ésima posicdo da diagonal estd o escalar a.

Tem-se entdo o seguinte:

(1) E/iA = B, onde B ¢ amatriz que resulta de A trocando as linhas i e j entre
si.

(2) E"(x)A = B, onde B ¢ a matriz que resulta de A substituindo a linha i de A
por aA, ,, i.e. multiplicando a linha i de A pelo escalar a # 0.

i
(3) Ej(a)A = B, onde B ¢ a matriz que resulta de A substituindo a linha i de A

por A;, +aA,,,ie. adicionando a linha i de A4 a linha j multiplicada por a.



As matrizes elementares sio todas invertiveis e ndo ¢ dificil constatar que (Ei’;?)‘1 =
El; (EM@)™ = E"a"); e (E,.’;?(oz))‘1 = Ej(-a). Em particular, as inversas das
matrizes elementares sdo matrizes elementares do mesmo tipo.

E interessante notar que, se em vez de multiplicarmos matrizes elementares 2
esquerda, efectuarmos as multiplicacdes a direita, obtemos efeitos semelhantes,
mas desta vez sobre as colunas. Mais precisamente:

(1) AE], = B, onde B é a matriz que resulta de A trocando as colunas i e j entre

S1.

(2) AE!(a) = B, onde B ¢ a matriz que resulta de A substituindo a coluna i de
A por aA,;, i.e. multiplicando a coluna i de A pelo escalar « # 0.

(3) AE[(a) = B, onde B ¢ a matriz que resulta de A substituindo a coluna j de
Apor A, +aA,,,ie. adicionando a coluna j de A a coluna i multiplicada

por a.

Quando m e n sio claros omitimos a sua referéncia nas matrizes elementares,

indicando-as mais simplesmente nas formas E,;, E;(a) € E;;(«), respectivamente.

j)
DEFINIGAO 2.9 (MATRIZES GAUSS-EQUIVALENTES). —
Duas matrizes A e B dizem-se Gauss-equivalentes, o que representamos simbolica-
mente por A =¢ B, se existe uma sequéncia, (E\, E,, ..., E}), de matrizes elementares
tal que

B=E,E, - EA.

De forma equivalente, B pode obter-se de A através da aplicagdo de uma sequéncia
de operagdes elementares sobre linhas.

TeoREMA 2.10.— A relagdo = possui as sequintes propriedades:
() A= 4
(2) A=; Bseesdse B=; A;
(3) se A=; Be B=; Centdo A= C.
DEemoNsTRAGAO.— Ver o apéncice 2.B. |

TEOREMA 2.11.— Seja A uma matriz arbitrdria. Existe uma matriz em escada por
linhas, K, que é Gauss-equivalente a A, i.e. A =g K.

DEeMONsTRAGAO.— A demonstracgdo recorre ao denominado método de elimina-
cdo de Gauss. Ver apéndice 2.B. %

A transformacido de uma matriz arbitrdria numa matriz em escada de linhas pode
fazer-se recorrendo ao denominado algoritmo de eliminagdo de Gauss. Ilustramos
agora a utilizacdo desse algoritmo recorrendo a um exemplo.

Exempro 4.— Consideremos a matriz,

0 0 1 0 O
0 -1 1 -1 1
A=|0 1 1 -1 0
0O 0 0 0 O
0O 0 0 1 1

Matrizes Gauss-equivalentes



para a transformar numa matriz em escada de linhas, recorrendo a uma sequéncia
de operagdes elementares.

O algoritmo funciona da seguinte forma: na primeira etapa, trocando linhas se
necessario, asseguramos que a primeira linha seja uma das linhas da matriz com o
pivo o mais a esquerda possivel. Assim, trocaremos a primeira linha com a terceira
(a troca da primeira com a segunda seria igualmente admissivel). Obtemos entdo

0 1 1 -1 0 01 1 -1 0

0 0 1 0 O 001 0 O
Ay=A=[0 -1 1 -1 1|+, >0 0 2 =2 1]|=4,

0 0 0 0 O 000 0 O

0 0 0 1. 1 0 00 1 1

Obtemos assim, ao fim da primeira etapa a matriz A;. A partir deste momento
a primeira linha da matriz nunca mais se modifica. A etapa 2, ird agora incidir
sobre a parte da matriz que corresponde as linhas a partir da linha 2, repetido
neste bloco o procedimento anterior. A primeira linha deste bloco ji é (neste
bloco) uma das que tem o pivé o mais a esquerda possivel pelo que a manteremos
como primeira linha. Procedemos entdo para anular todas as posi¢des abaixo do

pivo:
01 1 -1 0 01 1 -1 0
001 0 O 001 0 O
Ar=l0 0 2 =2 1fn,2,-[0 0 0 =2 1]|=4,
000 0 O 000 O0 O
0 00 1 1 000 1 1

Chegados ao final da segunda etapa, as duas primeiras linhas da matriz vao, a
partir de agora, permanecer alteradas e vamos repetir o processo, considerando o
bloco que consiste nas trés tltimas linhas. A primeira linha deste bloco ja ¢ uma
das que neste bloco tem o pivd o mais a esquerda possivel e podemos usa-la. No
entanto as constas simplificam-se muito quando o pivé é 1 ou —1 pelo que, ainda
assim, iremos trocar as linhas 3 e 5, obtendo-se:

011 -1 0 01 1 -1 O
001 0 O 001 0 O
000 1 1 -[0 0 0 1 1|=A4;
000 O O 000 O O
000 =2 1]rv2r; [0 0 0 0 3
Repetindo o processo uma tltima vez obtemos
01 1 -120
001 0 O
K=4,=]/0 0 0 1 1
000 0 3
000 O0 O

que ¢ uma matriz em escada por linhas.

A matriz K no lema precedente nio ¢ tnica, e.g se K estd em escada de linhas
entdo K’ = E|(2)K também esta em escada de linhas e é Gauss-equivalente a K.

Existe no entanto uma forma em escada por linhas para o qual se pode obter um
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resultado de unicidade.

DEFINIGAO 2.12 (MATRIZ EM ESCADA DE LINHAS REDUZIDA).—
Uma matriz K, em escada de linhas, encontra-se em escada por linhas reduzida se
todos os pivds sdo 1 e acima de cada pivé sé existem zeros.

COROLARIO 2.12.1.— Seja A uma matriz arbitrdria. Existe uma matriz, K, em escada
por linhas reduzida tal que A =; K.

DemonsTRAGAO.— Ver apéndice 2.B. |

DerINIGAO 2.13.— Seja A € K™, uma matriz. Dados im < m e ii < n denotamos por
Atin X ii a matriz B € K™ tal que, para quaisquer 1 <i <mel < j < i se tem
a;; = b; ;. Ou seja, Alin X i consiste nas entradas das primeiras m linhas e i colunas
de A.

LEMA 2.14.— Sejam, A € K™", m <men < n. Se A =g K entdo Almxi =g K [mxi.

DemonsTRAGAO.— Ver apéndice 2.B. |

2.4 RESOLUGAO DE SISTEMAS DE EQUAGOES PELO
METODO DE ELIMINAGAO DE (GAUSS

TEOREMA 2.15.— Suponhamos que [A|b] € a matriz aumentada de um sistema X e que
[A’|b’] € uma matriz em escada de linhas que é Gauss-equivalente a [A|b]. Nestas
condigdes, o sistema que € representado por [A’|b'] € equivalente a £.3

A conveniéncia de ter um sistema descrito por uma matriz em escada de linhas é
que a determinacdo das suas solugdes é simples. Ilustramos este facto recorrendo
a dois exemplos.

ExempLo 5.— Consideremos o sistema nas variaveis x, y, z representado pela ma-

triz:
1 2 1| -1

0 -1 1 1

0 0 3] 2
Para escrever o sistema que corresponde a esta matriz ainda é necessaria uma in-
formacdo adicional: a que varidvel corresponde cada coluna da matriz (2 esquerda
do traco vertical). De facto as varidveis poderiam ser consideradas por qualquer
ordem, continuando a representar sistemas equivalentes (a adi¢do é comutativa).
Nio se dizendo nada considera-se a ordem alfabética, i.e.

x y z
1 2 11 =1 x+2y+z=-1
0 -1 1 1 — —-y+z=1

0 0 3 2 37=2

Observe-se agora que as variaveis se podem determinar comegando pela tltima
equagdo: z = 2/3; substituindo na segunda equacido obtemos y=z—-1=2/3-1=
—1/3; finalmente, na primeira equagdo temos x = —1-2y—z = —1-2/3-2/3 = =7/3.

Matriz em escada de linhas reduzida

3 De facto o resultado é ainda mais
geral: se [A|b] =g [A’|b'], entdo os
sistemas representados por [A|b] e
[A|b] sdo equivalentes.



Exempro 6.— Consideremos o sistema nas variaveis x;, x,, x3, x4, x5 descrito pela

matriz:
1 0 0 1 21 -1
0 0 1 1 0 0
0O 0 0 0 -1 2

Mais uma vez ndo se indicando uma ordem para as variaveis admite-se que se
consideram pela ordem natural:
Xp X2 X3 Xgo X5

1 0 0 1 2|-1 xp+xq+2x5 = -1

0 0 1 1 0] 0] — Jx3+x,=0

00 0 0 —1] 2 Cxg=2
A resolucio procede como no exemplo anterior, comec¢ando pela ultima equacio
concluimos que x5 = —2; chegando a segunda equacdo, o que podemos fazer é
escrever uma das varidveis a custa das restantes e embora isso ndo seja necessario,
podemos por exemplo, escolher a varidvel correspondente a coluna com o pivo
para ser expressa em funcdo das restantes. Neste caso x; = —x,; chegados a
primeira equagdo e podemos escrever x; = —1 — x4 — x5 = =1 —x, +2 =1 — x,.
Neste caso o conjunto das solucdes do sistema é o conjunto:

{(1 — X4, X9, =Xy, —2) | X0, Xy S R}

O sistema ¢é portanto possivel e indeterminado. Observe-se que trés das varid-
veis ficam expressas em func¢do das duas restantes. Estas varidveis que se podem
exprimir em funcdo das restantes dizem-se dependentes em qualquer outro caso,
tal como neste, sio numa quantidade que iguala a quantidade de pivos na matriz
do sistema quando esta se encontra em escada de linhas. As restantes variaveis
dizem-se livres. A sua quantidade é assim a diferenca entre o nimero de varia-
veis e o numero de pivos. Esta diferenca designa-se de grau de indeterminagdo do
sistema.

Um sistema Ax = b que seja possivel e indeterminado ¢ equivalente a um sistema
Kx = b*, onde K é uma matriz em escada de linhas reduzida. Podemos resolver
o sistema exprimindo as variaveis correspondentes as colunas com pivos em fun-
¢do das que ndo possuem essa propriedade, nesta forma de exprimir a solucio,
as variaveis que correspondem as colunas com pivos correspondem as varidveis
dependentes as restantes correspondem as varidveis livres. O nimero de varidveis
livres corresponde aquilo que se designa de grau de indeterminagdo do sistema.
As consideragdes anteriores permitem-nos classificar os sistemas de equagdes
lineares de uma forma muito simples. Assim, dado um sistema de equagdes li-
neares Ax = b, a que corresponde a matriz aumentada [A|b], sabemos que este
sistema é equivalente ao sistema representado por [A’|b’] onde [A|b] =; [A'|b'].
Se o nimero de pivos em [A’[b’] for maior que o nimero de pivés em A’ entdo,
o sistema ¢ impossivel. No caso de [A'|b’] e A’ terem 0 mesmo nimero de pivos,
o sistema é possivel. Neste caso, se o numero de pivos for igual ao nimero de
variveis (o nimero de colunas da matriz dos coeficientes), o sistema é possivel e

determinado. Se o numero de pivos for inferior ao numero de varidveis entio o
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sistema é indeterminado.

2.5 NUCLEO DE UMA MATRIZ

’

DEFINIGAO 2.16 (NUCLEO DE UMA MATRIZ).— O nucleo de uma matriz A € K™" é o

conjunto solugdo do sistema Ax = 0.

Um sistema da forma Ax = 0 diz-se um sisterna homogéneo. Como se tem sempre
que A0 = 0 um sistema deste tipo é sempre possivel i.e., x = 0 é uma solucao do
sistema.

LeEMA 2.17.— Seja A uma matriz. Tem-se:

1. 0 € Nuc(A);
2. seu,w € Nuc(A) entdo, u+ w € Nuc(A);

3. se a € K e u € Nuc(A) entdo, au € Nuc(A).

Se Nuc(A) = {0} dizemos que o nucleo de A ¢ trivial, caso contrario dizemos que

é ndo-trivial.

LEMA 2.18.— Sejam, Ax = b um sistema possivel e u, uma solugdo do sistema. O
conjunto solugdo de Ax =b €

S ={ug+w|weNuc(4)}.

Desta forma o sistema € possivel e determinado se e so se o niicleo de A € trivial.

2.6 O PROBLEMA DA EXISTENCIA DA INVERSA
E A SUA DETERMINACAO.

Retomamos neste ponto a questdo de decidir se uma matriz é ou no invertivel e,
em caso afirmativo de determinar essa inversa (que, ja se sabe, é Unica).
Consideremos entdo uma matriz quadrada A € K™". Sabemos que existe uma
matriz invertivel E (que é um produto de matrizes elementares) tal que EA = K
onde K é uma matriz em escada de linhas reduzida. Ora, se K ndo é a matriz
indentidade entdo tem pelo menos uma linha de zeros e, neste caso, Nuc(K) nao
¢ trivial e, consequentemente nio pode ser invertivel porque o nucleo de uma
matriz invertivel é composto unicamente pelo vector nulo. Ora, sendo o produto
E A ndo invertivel e sendo E invertivel, temos que concluir que A nio é invertivel.

Ou seja, tem-se o seguinte resultado,

LEMA 2.19.— Uma matriz A € K™" € invertivel se e so se o niimero de pivés de uma
qualquer matriz em escada de linhas, Gauss-equivalente a A, é n.

De acordo com o lema precedente, no caso de A ser invertivel, todos os sistemas
da forma Ax = b sdo possiveis e determinados. Desta forma, existem solucdes

Unicas para os sistemas

Ax=1,; (1<j<n.

Ncleo de uma matriz

Sistema homogéneo



Dispondo as solucdes destes sistemas como colunas de uma matriz B, tendo em
conta a defini¢do de produto de duas matrizes, resulta que AB = 1. Ora esta
matriz B ¢ de facto a inversa de A pois, de acordo com o lema seguinte também

se verifica BA = 1.
LEMA 2.20.— Seja A € K™". Sdo equivalentes:

(1) A éinvertivel;
(2) Existe B tal que AB=T1;

(3) Existe B tal que BA = 1.

DemonsTRAGAO.— Ver apéndice 2.B. %
Viu-se anteriormente que se uma matriz A € K™ ¢ invertivel, entdo a i-ésima
coluna da inversa é a inica solucdo do sistema Ax = 1, ;. OU seja para determinar

a inversa de A temos que ter solu¢des (Unicas) para os n sistemas:

Ax =1 Ax=1,,, Ax=1,,.

*, 1
Se tivermos em conta que na elimina¢do de Gauss de um sistema de equacdes
lineares, as opera¢des que compdem essa eliminacio sio determinadas exclusiva-
mente pelo contetildo da matriz dos coeficientes, concluimos sem dificuldade que
podemos condensar a resolucdo de varios sistemas de equagdes que possuem a
mesma matriz dos coeficientes, numa tinica matriz. De um modo geral, se

a ...... a
al,l al,n X, bl bllc
20 2, |- I .
A . . " N - . B bl == )b N bk -
. : 1 k
: X, by, by,
ml man

entdo, para resolver os sistemas Ax = b, (1 < s < k), podemos proceder da seguin-

te forma: fazendo a eliminacio de Gauss da matriz:

al,l ...... al’n bi ...... bllc le,l ...... dl,n Z]i ...... Z?II(
1 k 71 7k

Gy a, b? S b; obtendo @177 dy., b'2 SXERE blz
: : 1 Sk S S -7k
py o Gy | B bk Gpy o Gy | BY-- B

~ ~ 71 ~ ~ 7k
al,l ...... al,n b] al,] ...... al,n b]
~ ~ 71 ~ ~ 7k
a2,1 ...... az’n b2 a2,1 ...... az’n b2
- L "'.l - . "'.k
am,l ..... am’n bm am’l ..... am’n bm

que se encontram em escada de linhas, representam sistemas que sio equivalentes
aos sistemas Ax = by, ..., Ax = b, respectivamente.

Esta observac¢do permite-nos descrever um algoritmo para o cilculo da inversa
de uma matriz A € K"™". Recorde-se que para obter a inversa temos que tentar
resolver os sistemas Ax = 1,,...,Ax = 1, ,. De acordo com as considera¢oes

anteriores podemos resolver simultaneamente todos estes sistemas (que partilham
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a mesma matriz dos coeficientes) considerando a matriz:

g Tp-oee 1.,
al 1 al Dottt al’n 1 0 ........ 0
Ay Gpp - a, 0 1-cvveinn 0
Qup Qppecc “a,, | 0 0------ 1

ou seja, considerando a matriz [A]1] e procedendo a respectiva elimina¢io de
Gauss reduzindo-a a uma matriz em escada de linhas. Se nesta Ultima matriz as
posi¢des correspondentes a diagonal de A possuem pivos, todos os sistemas sdo
possiveis e determinados e a inversa existe. Caso contrério, pelo menos um dos
sistemas sera impossivel e ndo existe inversa. No primeiro caso, procedendo de
modo a obter a matriz em escada de linhas reduzida, obter-se-4 uma matriz da
forma [1|B] e, neste caso, as colunas de B sdo precisamente as colunas da inversa
etem-se B= A",
[lustramos estas consideracdes através de dois exemplos.

ExempLo 7.— A matriz

1 01 0

A=1001

0 0 1 1

2 0 00

nio é invertivel. Com efeito:

1 01 0|1 0 O O 1 0 1 0|1 O O O
10010100=00—11—1100
001 1/0010[ %00 0 2(-1 1 10
20 0 0|0 0 O 1 O0 O Ool-1 -1 1 1

constatando-se que apds a eliminacdo de Gauss e tendo-se obtido uma matriz em
escada de linhas, nem todas as posi¢des correspondentes a diagonal de A possuem

pivos, desta forma A ndo ¢é invertivel.

ExempLO 8.— A matriz,

01 1
A=|1 0 1
1 1 0
é invertivel. Com efeito,
01 1{1 0 O 1 0 1 0 1 0
1 0110 1 0O]—]|O0 1 1 1 0 0
1 1 00 0 1 00 -2|-2 -1 1

e, como se vé, na matriz em escada de linhas, as posicdes correspondentes a dia-
gonal de A, possuem pivos. A matriz é assim invertivel. Para obter a inversa de A
s6 temos que prosseguir e obter a matriz em escada de linhas reduzida:

1 0 1 0 1 0 1 0 0|-122 172 172

01 1 1 0 Of—|0 1 O] 172 =172 12
00 -2|-2 -11 0 0 1|12 12 =172



Ou seja,

15
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Exercicios

ProsLEMa 2.1.— Considere uma funcio definida por f(x) = Ax (onde A € R>?), ©ESD
que aplica o vectoru = [2 1]T no vector [3 Z]T e ovector v =1 1]T no vector
[56]".

(a) Sem determinar a matriz A calcule f(u — 2v).

(b) Determine a matriz A e use-a para calcular £([32]7) e f([1 0]").

ProBrEMA 2.2.— Considere os vectores © ESD
1 2 0 1
u =10, uw=|-1], u=|1| b=|1]
2 1 1 2

(a) Verifique se b é combinacio linear de u;, u, € u; e, em caso afirmativo, indi-

que os coeficientes da combinacio linear.

(b) Seja A a matriz que tem como colunas os vectores u;, u, e b, por esta ordem.
Use a alinea anterior para determinar um vector

a

w=|b

-1

e um escalar § tais que Aw = dus.
ProBLEMA 2.3.— Sejam A e b as matrizes: © ESD

52 3 a
A=(1 0 1| b=|2
32 -1 c

onde b é a terceira coluna de uma matriz B € R¥3.

(a) Determine a terceira coluna de AB.

(b) Determine os coeficientes que permitem obter u = Ab como combinacio
linear das colunas de A.

ProBLEMA 2.4.— Resolvendo um sistema de equagdes lineares, determine um po-  © ESD
linémio de grau menor ou igual a 2 cujos valores em x = 1, x = =1 e x = 2 sio,
respetivamente, 3, 3 e 9.

ProBLEMA 2.5.— Resolvendo um sistema de equagdes lineares, determine valores ~ © ESD
reais a, b, ¢ por forma a que ax + by = ¢ defina a reta:

(2) que passa pelos pontos (2,3) e (5,6);

(b) que passa pelos pontos (0,1) e (1, 1);

(c) que passa pelos pontos (0,0) e (0, 1).
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ProBLEMA 2.6.— Resolva cada um dos sistemas de equacdes lineares correspon-  © ESD
dente a matriz aumentada indicada.

1 -3 4|7 1 0 8 =516
(@ |0 1 2|2 (b |0 1 4 -9]3
0 0 1]5 0 0 1 1]2

ProBLEMA 2.7.— Escreva as matrizes aumentadas dos sistemas de equacdes linea- © ESD
res, nio-homogéneos, e resolva-os utilizando o método de eliminacio de Gauss.

w+2x—-—y=4 w+2x—-—y=4
—2v+3w=1 3 3
xX—y= xX—y=
(@ <3u+60-3w=-2 (b) (©)
w+3x-2y=17 w+3x-2y=17
6bu+6v+3w=>5
2u+dv+w+T7x=9 2u+d4v+w+7x=9

ProBLEMA 2.8.— Determine a natureza de cada um dos seguintes sistemas de  © ESD

equacoes lineares em funcio dos respectivos parametros.

ax+ fz=2 -2z=0 x+y+z=4
(@ <Sax+ay+4z=4 (b) ey+4z=d (© 1z=2
ay+2z=p 4x+5y—-2z=-2 (a—4)z=a-2

ProBLEMA 2.9.— Considere o sistema de equacdes lineares nas varidveis u, ve w  ©AL
representado pela matriz aumentada

5 -3 1| 0
2 0 0]-=-2
0 1 =1 u

Faca a discussdo do sistema em funcio dos parametros 4 e u. A resposta correcta
é:
(A) O sistema é determinado sse A # 3 ; é impossivel sse A =3 e u # —5/3; ¢ é
indeterminado sse A =3. e y = —5/3.
(B) O sistema ¢ determinado sse 4 # 3; e é indeterminado sse 4 = 3.
(C) O sistema ¢ possivel sse 1 # 3 ; e é impossivel sse 4 = 3.

(D) O sistema é determinado sse A # 3; é impossivel sse A =3 e y=-5/3; ¢ é
indeterminado sse A =3 e u # —5/3.
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ProBLEMA 2.10.— Considere o sistema de equacdes lineares nas varidveis x, ye z  ©AL
representado pela matriz aumentada

5 0 -1 |u
2 =5 =31
0 0 4]0

Faca a discussao do sistema em funcio dos pardmetros 4 e u. A resposta correcta
é:

(A) O sistema é determinado sse 4 # 0; e é indeterminado sse u = 5/2.

(B) O sistema é determinado sse 4 # 0; e é impossivel sse 4 = 0.

(C) O sistema é determinado sse 4 # 0; e é indeterminado sse 4 = 0.

(D) O sistema é possivel sse 4 # 0; e é impossivel sse 4 = 0.

ProBrEMA 2.11.— Considere o seguinte sistema de equagdes lineares: ©AL
2 0 2|=x 8
4 -1 3|yl=]-12
3 =2 1/Jz 0

Sendo (x, y, z) solucdo do sistema, qual o valor da soma x + y + z?

A)7 Bo6 Cs D)4

ProBLEMA 2.12.— Considere o seguinte sistema de equagdes lineares: ©AL
I 3 5]=x 4
2 -4 —6fy[=|-6

3 8 13]z 11

Sabendo que (x, y, z) com x = 1 ¢ solug¢do do sistema anterior, qual o valor do par
(».2)?

A) (1,00 B)@3,-1) C)(2,-12) D)(-1,1)

ProBrEMA 2.13.— Considere em R? um sistema de equacdes lineares Au =bem ©AL
que b € R3,

1 2 3
A=|1 -1 2|,
0 6 3

e as seguintes afirmacoes:
I. Existe pelo menos um vector b para o qual o sistema Au = b ndo tem solu-
¢oes;
II. A equacdo Au = 0 tem como tnica solugdo u = 0;
III. Se Au = b é possivel, o conjunto solucdo é uma recta em R3;

IV. Existindo solucdes de Au = b, o conjunto das solucdes é um plano em R3.

Qual € a afirmacdo verdadeira?

A)I B)II C)II D)IV



ProBLEMA 2.14.— Considere em R? um sistema de equagdes lineares, dependente
de um parimetro real a, escrito na forma 4,u = b, em que

1 2 3 1
A,=|4 5 6|  b,=|2]
7 8 3a a
e as seguintes afirmacdes:
I. O sistema A,u = b, é impossivel qualquer que seja o valor de «;
II. O sistema A,u = b, é impossivel pelo menos para um valor de «;
I1I. O sistema A,u = b, é possivel qualquer que seja o valor de a;
IV. Para todos os valores de « para os quais o sistema A,u = b, é possivel existe
uma Unica solucio.

Qual ¢ a lista completa de afirmagdes verdadeiras?

A B)lell CII D)IlelV

ProBLEMA 2.15.— Considere a matriz dependente do parametro real «,

1 2 2 2

1 -1 2 1
A, =

3 3 6 5

I 0 a 1

Qual das seguintes afirmacdes relativamente ao sistema A,u = b é verdadeira?
(A) Existe (pelo menos) um valor de a € R tal que o sistema é possivel e deter-
minado, qualquer que seja b € R*.

(B) Existem valores de @ € R e de b € R* tais que o sistema ¢ possivel e deter-
minado.

(C) Para quaisquer a € R e b € R* o sistema é indeterminado.
(D) Existe (pelo menos) um valor de b € R* tal que o sistema é impossivel,

qualquer que seja a € R.

ProBLEMA 2.16.— Considere a matriz

1 0 0
A=|-5 0 1
0 -2 0

(2) Encontre matrizes elementares E,, E,, E; tais que E;E,E\A = 1.
(b) Escreve A™! como um produto de trés matrizes elementares.

(c) Escreva A como produto de trés matrizes elementares.

©AL

© AL

© ESD

19
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES

© ESD
ProBLEMA 2.17.— Considere a matriz
0 1 7 8
A=]|1 3 3 8
-2 -5 1 -8
Encontre uma expressdo para A na forma A = E| E,E3R onde E,, E,, E; sio ma-
trizes elementares e R é uma matriz em escada de linhas.
© ESD

ProBLEMA 2.18.— Nos casos seguintes, determine a matriz A:

@4 = lz _11] (b)6a™" = F _11] ©@®aNH™" = l; _11] (d)<11—2A>—‘=l2

1

ProBLEMA 2.19.— Sejam y e R e ©AL
0o 1 2
1 4 u
3wt ou

Determine:

(a) A caracteristica de A, em funcio de u.

(b) Ainversade A, para u=1.

ProBLEMA 2.20.— Considere a matriz © AL

1 1
A=|0 1
1 0

—_—= O

(2) Mostre que A é invertivel e calcule A7

(b) Resolva a equacio: A>u=[123]";

ProBrEMA 2.21.— Considere as matrizes: ©AL
1 3 3 1 3 2 16
A=|2 1 -1 B=12 1 -1 b=]1
3 2 -1 32 1 4
Determine as solucdes de ABu = b.
© ESD
PrOBLEMA 2.22.— Seja A uma matriz quadrada tal que A = A.
(a) Mostre que (1 — 4)* = (1 — A).
(b) Calcule (1 —2A4)?, verifique que (1 — 24) ¢ invertivel.
Calcule (1 —24)7".
© ESD

ProBLEMA 2.23.— Considerem-se A, B € R™" tais que AB = A — B.

(a) Mostre que (A+1)"'=1-B.

(b) Mostre que AB = BA.

1



© ESD
ProBLEMA 2.24.— Consideremos uma matriz quadrada, A, que verifica a igual-

dade:
AA+A+1=0.

Mostre que A é invertivel e determine a sua inversa (em funcdo de A).

ProBLEMA 2.25.— Considere o sistema de equacdes lineares dependente do pard- © AL
metro f € R,

1 4 2x 1
-1 -1 1ffyl=]| 2
1 p+3 3]z > -2

e as seguintes afirmacdes relativamente a este sistema

I. Existe uma unica solucio, qualquer que seja g.
II. Para g = 1 existe uma tnica solucdo.
III. Para g = 2 existe uma Unica solucio.

IV. Para g = 2 ndo existem solucoes.

Qual ¢ a lista completa de afirmagdes verdadeiras?

ALIelll B)IlelV C)Ilelll D)IL

21
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Apéndices

2.A  UNICIDADE DA MATRIZ EM ESCADA DE LINHAS REDUZIDA

Ja observamos antes que toda a matriz A é Gauss equivalente a uma matriz K
em escada de linhas reduzida. Muito embora A seja Gauss equivalente a uma
infinidade de matrizes em escada de linhas, ela existe uma Uinica matriz em escada
de linhas reduzida nestas circunstancias. Tem-se entdo o seguinte:

TeOREMA 2.21.— Sejam A,K,,K, € K™" uma matriz onde K, e K, sdo matrizes
em escada de linhas reduzida. Se A =; K, e A =; K, entdo K, = K,. Além
disso se K| = E, - E|A e K, = F; - F| A onde as matrizes E,, ..., E,, F|, ..., F; sdo
elementares entdo E, - E; = F; - Fy.

DEMONSTRAGAO.— Fixemos a matriz C = E,, -+ E| F Lo F71 Temos que:
K, =CK,e K, =C7'K,.

Provaremos que K| = K, € E, -+ E; = F - F; (provando que C = 1) por inducao
eml<k<m

Denotamos por ] a j-ésima coluna da matriz identidade de ordem s e consi-
deramos a; = Aef, k} = K¢}, ka. = Kyej, ec; = Cef (ou seja os vectores aj,kll.,ka e
¢; correspondem 2 j-ésima coluna das matrizes A, K;, K, e C, respectivamente).

A primeira observacio interessante é que se tem kjl. = 0 se e 56 se ka. =0see
s6 se a; = 0 (e desta forma podemos supor que nem A nem K; nem K, possuem
colunas nulas). Isto constata-se da seguinte forma: se kf = 0entio 0 = ijz_ =
CKye = K¢} = kjl.. A implica¢io contraria obtém-se considerando a matriz C~'.
Por outro lado, como U = E, - E|A e E, - E; é uma matriz invertivel (¢ um
produto de matrizes invertiveis) tem-se que Nuc(U) = Nuc(A) e assim e| € Nuc(U)
se € 50 se €| € Nuc(A).

Agora que nos concentramos em matrizes que nao possuem colunas de zeros,
tem-se que k] = k% = e

AFIRMAGAO 1.—Para 1 < k < n tem-se que e ¢ a j,-ésima coluna de K| se e s6 se
é a j-ésima coluna de K,. Além disso, se ¢}’ é a j-ésima coluna de K entio:

(1) As primeiras j, colunas de K, e K, coincidem.

(2) As colunas com indice superior a j,, que sdo nulas nas posicdes correspon-
dentes as linhas de indice superior a k sio comuns a K; e K,.

(3) As primeiras k colunas de C coincidem com as primeiras k colunas da matriz
identidade de ordem m.

Consideremos entdo indu¢io em k (com 1 < k < m). O primeiro caso é o caso

k =1 e ja vimos que a primeira coluna de K; é e’ sse e s6 se esta é também a

primeira coluna de K,. Assim

m _ n __ n_ .m
Ce|' = CKye| = Kje] =e¢f.



Por outro lado se uma coluna j de K, € da forma 4e;, ou seja, se Ky} = Aef’ entdo:

K e} = CK,e" = Cef' =€,

pelo anterior. A implicagdo contréria estabelece-se usando C~! (observe-se que
também se tem C~'el" = ™).

O caso k = 1 fica assim estabelecido. Admitimos agora que o resultado ¢ valido
para um dado k < m e provaremos que permanece valido para k + 1.

Sé temos que nos preocupar com o €aso em que e, ocorre em K; pois caso
contrario, a hipotese de indugéo ja garante a igualdade das matrizes K, e K,. Su-

m
k+1

que e}, | € K, ocorrendo necessariamente na mesma coluna j,; que ocorre em

ponhamos assim que €, , € K,. Pela cldusula (2) da hipétese de inducdo tem-se

K,. Tem-se entdo que:

=em

— m n _
ckrr = Ceffy = CKyell =K, "
+

e;lk+1
Este resultado e a hipdtese de inducio revelam que as primeira k + 1 colunas de
C coincidem com as colunas de indice correspondente na matriz identidade de
ordem m.

Consideremos agora as colunas com indices superiores a j,,; em K, e cujas
posicdes abaixo da linha k + 1 sdo todas nulas. Uma tal coluna ka. (com j > jiip) é
uma combinagio linear das colunas ji, ..., j;,;. Neste caso, tendo em conta que
C é como a identidade até a coluna j,; concluimos que

I _ 2 12
k; = Ck; =kj.

Usando C~! podemos trocar os papeis de K e K, e concluir que esta matrizes par-
tilham exactamente as mesmas colunas com indice superior a j,,, que sdo nulas
nas posicoes correspondentes as linhas de indice superior a k + 1. Completamos
assim a demonstracdo do caso k + 1.

Temos entdo necessariamente que K; = K,. Por outro lado, como K, = CK,
resulta que C = 1, ou seja,

E, - Elpl—l  Fol = E, - E|(F F)~l=1.

Mas isto significa que E, --- E; = F; -- F}, o que conclui a demonstracio. U

2.B  DEMONSTRACOES

TEOREMA 2.10.—A relagdo = possui as sequintes propriedades:
() A= A
(2) A=; Bseesdse B=g A;
(3) se A= Be B=; Centdo A = C.

DEMONSTRACAO.—

1. A=TA e 1 é uma matriz elementar.

2. Tem-se B = E|E,-E,Aseesbse A= E;l EZ‘IEI_IA e, pelo que vimos
anteriormente (E; !, ... JES I El_l) ¢ uma sequéncia de matrizes elementares.

23



24

3.5 B=E\E, - E;AeC = EE, - E B entio,
C = E1E2 o E_SE1E2 oo EkA’

onde, (E|, E,, ..., E , E|, E,, ..., E;) é uma sequéncia de operacdes elementares.[/]

TEOREMA 2.11.-Seja A uma matriz arbitrdria. Existe uma matriz em escada por linhas,
K, que € Gauss-equivalente a A, i.e. A= K.

DEeMoNsTRAGAO.— Uma matriz como K obtém-se através do algoritmo de elimina-  Algoritmo de eliminacio de Gauss

¢do de Gauss. Qualquer matriz A € K™ pode ser decomposta na forma:

a1 ajn a4 n
9 g 9 A&
a a a T
A — k,l k,2 k,l’l — [AK Ak]T
QU111 Ug12 As1,n _
. . . Ak
L am,l (%) am,n d .

onde k = 0, ... m, AX consiste nas primeiras k linhas de 4 e A¥ consiste nas linhas
de A a partir da linha & + 1 (inclusive). (Tem-se assim que A% é a matriz vazia e
A0 = 4, enquanto que A™ = A e A™ ¢ a matriz vazia.)

Dada uma matriz A a matriz A é a matriz que resulta de A depois de efectuadas
as seguintes transformacdes, trocando linhas (se for necessario) passamos uma
das linhas que tem o pivd o mais a esquerda possivel para primeira linha. Depois,
usando a operagio de adicionar a uma linha, uma outra previamente multiplicada
por um escalar a, podemos anular todas as posicoes abaixo do pivd na primeira
linha. Findo este processo, obtemos A“.

O método de eliminac¢do de Gauss aplicado a A produz uma sequéncia de ma-

trizes:

A=Ag—> A 5 A)—> = A

$°

i 7 , . ~ ,

onde A;,; = [A; (A)®]", para i < s. Além disso, s = mou entdo s < me s é
minimo tal que A% = 0.

. - s e i, . . .

Por inducio ¢é facil mostrar que A; é uma matriz em escada por linhas e daqui

conclui-se imediatamente que A, é uma matriz em escada por linhas. (Ou seja

tomamos K = A,.) %

CoRrOLARIO .—Seja A uma matriz arbitrdria. Existe uma matriz, K, em escada por
linhas reduzida tal que A = K.

DemonsTRAGAO.— O teorema 2.11 garante a existéncia de uma matriz, K, em es-
cada de linhas, tal que A =4 K. Para, a partir de K se obter K, usando operacoes
elementares procedemos da seguinte forma. Multiplicamos cada linha pelo in-
verso do pivo, obtendo desta forma uma matriz, B, cujos pivos sdo todos iguais a
1. Podemos agora eliminar todas as posi¢des acima de cada piv6. Se uma coluna
contém um pivd numa posicdo que nio seja a primeira (o 1 aparecendo na linha
r > 1), entdo



By 0
* . % * L%
Bryj E,._y,...E| 0
0.--.. 0 1 * _ 0. 0 1 *
0--... 0 0 0. --- 00
* ' *
0. 0 0 ] 0. 00 ]
onde, parai=1,...,r—1 se tem que
E; = E,;(-B;}).

Repetindo o procedimento com todos os pivds, obtemos uma matriz K que se
encontra em escada de linhas reduzida e é tal que A =4 K. %

LemMA .—Sejam, A€ K"™", m<men<n Se A= K entdo AlmXx ii =g K |in X ii.

DEeMONSTRAGAO.— Basta observar que se K = E, --- E; A entdo também se tem
que Kmxn=E, - E;AlmXiie que se K estd em escada de linhas entdo K |mx 7
também se encontra em escada de linhas. %

TEOREMA 2.15.—Suponhamos que [A|b] € a matriz aumentada de um sistema X e que
[A’|b"] € uma matriz em escada de linhas que é Gauss-equivalente a [A|b]. Nestas
condigoes, o sistema que € representado por [A’|b'] € equivalente a .

DEMONSTRAGAO.— Basta-nos mostrar que se [A"|b’] se obtém da matriz [A|b] efec-
tuando uma das operacdes elementares entdo, os sistemas representados por estas
duas matrizes sio equivalentes.

Caso 1,,—(Troca de linhas.) Trocar linhas numa matriz que representa um sistema
corresponde a trocar a ordem das equagdes e isso nao altera o conjunto de solu-
¢oes do sistema. (Se solucdo do sistema corresponde a ser solugdo de todas as
suas equagdes, independentemente pela ordem pela qual as consideramos.)

Caso 2.—(Multiplica¢do de uma linha por um escalar nio nulo.) Uma linha na
matriz do sistema representa uma equacio linear que ¢ uma relacdo do tipo u = v.
Ora, considerando a # 0 tem-se u = v se e s6 se au = av, pelo que as equacdes
sdo equivalente e, consequentemente, os sistemas sio equivalentes.

Caso 3.—(Adicionar a uma linha, outra previamente multiplicada por um esca-
lar.) Comecamos por observar que se um sistema de equacdes = = (&, ..., &, }
consiste de m equagdes &, ..., &,, entdo, o conjunto solucio desse sistema, que
denotamos por Sol(X) é:

Sol(X) = Sol(&}) M -+ N Sol(&,,),

onde, para i = 1,...,m, Sol(&;) denota o conjunto de solucdes da equagio &,.
Mas, como a interseccio de conjuntos é associativa e, para qualquer X se tem
X n X = X, resulta que se considerarmos subconjuntos I, J C {1,...,m} tais que
IuJ={1,....,m} se tem também que:

Sol(Z) = /) Sol(&) N (7 Sol(&)).

iel jeJ
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Os sistemas X; = (&, | i € I} e Z; = {&; | j € J} dizem-se subsistemas do

sistema X.# Podemos assim considerar o sistema original, [4|b] decomposto em  *Podemos evidentemente subdividir
0 sistema ¥ num maior nimero de

dois subsistemas: o sistema £; = {&, | s # i,j} e o sistema £, = {€,.€;}. O subsistemas, considerando

sistema correspondente a [A’|b’] pode ser analogamente decomposto em dois
Lv-ul,={1,...,m}.

subsistemas X e £} onde X{ = I, e X} = {&, &'}. Assim, o nosso resultado fica

demonstrado se mostrarmos que os sistemas X, e ) sao equivalentes.

Os dois subsistemas X, e ¥ podem escrever-se nas formas:

al,l ...... al’n X _ bl al’l ............ al’n X _ bl
= , =
ajy o a, b; aj;+aa;; - a;, +aa;, b; + ab;

Podemos agora verificar que qualquer solu¢do de um dos sistemas é também so-
lucdo do outro. Verificamos uma das direccdo deixando a outra ao cuidado do
leitor. Suponhamos entdo que (uy, ..., u,) é solucio do segundo sistema. Tem-se
entdo que:

a;uy+ -+ a;u, =b;

(aj’l +aa; Pup + - + (aj,n + aa,-’n)un = bj + ab;.
Observe-se que se tivermos uma igualdade n = ¢ entdo, para qualquer a tem-se
an = af e, desta forma, para quaisquer ¢, y tem-se:

p=y o dtan=y +al.

Fazendo uso destas considera¢des podemos somar a segunda igualdade a primeira
multiplicada por —a sabendo que o resultado sera uma igualdade equivalente. As-

sim, aquelas duas equagdes sdo equivalentes a duas seguintes:
Uy + ¥ G U, = b
ajjuy+ - +a;u, =b;.
mostrando que (uy, ..., u,) é solucdo de =,. A outra direc¢do é andloga e a demons-
tracdo fica assim completa. %

LEMA 2.17.—Seja A uma matriz. Tem-se:

1. 0 € Nuc(A);
2. seu,w € Nuc(A) entdo, u+w € Nuc(A);

3. se a € K e u € Nuc(A) entdo, au € Nuc(A).

DEMONSTRAGAO.—

1. Tem-se que A0 = 0 logo, 0 € Nuc(A).

2.Seu,v € Nuc(A) entdo Au = Av = 0. Neste caso, A(u+v) = Au+ Av=0+0=0.
Assim, u + v € Nuc(A). 3. Se u € Nuc(A) ZI

LEMA 2.18.—Sejam, Ax = b um sistema possivel e uy uma solu¢do do sistema. O
conjunto solugdo de Ax =b é

8 ={uy+w|w e Nuc(A)}.
Desta forma o sistema é possivel e determinado se e so se o niicleo de A é trivial.

DEMONSTRAGAO.—

LEMA .—Seja A € K"™". Sdo equivalentes:



(1) A éinvertivel;
(2) Existe B tal que AB=T1;

(3) Existe B tal que BA = 1.
DEMONSTRAGAO.— A Unica coisa a demonstrar é que se AB = 1 entdo também se
tem BA = 1. Suponhamos entdo que AB = 1. Neste caso também se tem que
BTAT =1 e entdo, forcosamente o sistema A'x = 0 s6 pode ter como solucio o
vector nulo e assim, qualquer sistema da forma A"x = b é possivel e determinado.
Reproduzindo o argumento acima podemos concluir a existéncia de uma matriz

C tal que ATC = 1. Transpondo obtém-se C'A = 1. Considerando D = CT

temos assim que:

DA=T1 e AB=1.

Mas agora tem-se:
D=D1=D(AB)=(DA)B=1B = B,

0 que nos permite concluir a demonstracio. %

2.C  SoLu¢dEs DOS EXERCICIOS

Sorucio (Do proBLEMA 2.1).— (a) Tendo em conta a defini¢do de f tem-se:

fu=2v) = A(u—2v) = Au—2Av= f(u) —2f(v) = lil —2[2].

(b) Necessariamente A € R¥?, Assim

B NN
TR RN

Pelo que podemos determinar a matriz A resolvendo o sistema:

Analogamente,

X y z w

2 01 013

0 2 0 1|2

1 01 0]s5f
01 0 1]6

SoLugAo (Do PROBLEMA 2.2).— (a) b é combinacio linear u;, u,,u; se € s6 se o sis-
tema Ax = b, onde A é a matriz cujas colunas sdo u;, u,, us, for possivel. Ou seja,
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sse o sistema

é possivel.
(b) Tem-se que:

1 2 0 1
Aw =0u3 & auy +bu, —b=06uy; & a0|+b-1|=06]1|=]|1]
2 1 1 2

ou seja (a, b, §) é uma solugdo do sistema Ax = b onde A é a matriz cujas colunas

$30 uy,u, € —us, i.e. uma solucio do sistema:

uy u -uz b
1 2 011
0O -1 -—=1/|1]|
2 1 =112

SoLugio (Do PROBLEMA 2.3).— (a) A terceira coluna de A B obtém-se multiplicando
A pela terceira coluna de B, ou seja é Ab.

(b) Sabemos que um vector u é combinacio linear das colunas de uma matriz A se e
sé se o sistema Ax = u for possivel, sendo que um qualquer vector solugao, fornece
os coeficientes de uma tal combinacio linear. Neste caso, tendo-se Ab = u ja se
tem que b € solu¢do do sistema Ax = u, ou seja, b é o vector com os coeficientes
pretendidos. |

SoLuGio (Do PROBLEMA 2.4).— A forma geral de um polinémio de grau < 2 é p(x) =
ax! + bx + ¢. Queremos entdo determinar a, b,c de modo que p(1) = p(-1) =3 e
p(2) =9. Ou seja queremos determinar a, b, ¢ de modo que

a+b+c=3
a—b+c=3
da+2b+c=9

Resolvendo o sistema (nas varidveis a, b e ¢) podemos agora determinar o poliné-

mio pretendido. |

Sorugio (2.5).— Consideramos a alinea (a) as outras sdo totalmente anélogas. Os
pontos (2,3) e (5, 6) tém que ser solucoes da equagdo ax+by = c. Ou seja tem que

2a+3b=c 2a+3b—-c=0
=S
Sa+6b=c Sa+6b—c=0

Resolvendo estes sistema de equacdes (nas varidveis a, b e ¢) podemos obter uma

se ter:

solucdo para o problema.

Norta: O sistema em causa ¢ indeterminado e as solu¢cdes podem ser expressas
em funcdo de ¢, pelo que escolhendo, por exemplo, ¢ = 1 se obtém uma equacio
concreta para a recta pretendida. Esta situacdo é perfeitamente normal j4 que uma



recta possui infinitas equagdes daquela forma: se « # 0, as equagdes ax+by =c e
(aa)x + (ab)y = ac sdo equivalentes. |

SoLugio (Do PROBLEMA 2.6).— Qualquer uma das matrizes ja se encontra em es-
cada por linhas. Consideramos a alinea (b). Temos duas hipéteses. Podemos
passar imediatamente a forma de sistema e resolvé-lo (considerando as varidveis
X, Y, Z, W:

x+8z-5w=6

y+4z—-9%w =3

z+w=2

ou entdo prosseguir com a utilizacdo de operacoes elementares, eliminando todas
as posi¢des acima dos pivos, coisa que iremos fazer pois, como se vera, produz

um sistema equivalente mas com equacdes mais simples:

1 0 8 =5|6] *s*tl=L 1 o 0 -13|-10
—8L3+L—L;

01 4 —9|3|———=fo 1 0 -13| =5

0

001 1]2 o1 17 2

Obtemos assim o seguinte sistema:

x—13w=-10 x=13w-10
y—13w=-5 S qy=13w-5
z+w=2 z=—-w+?2
Cuja solucio é {(13w —10,13w - 5,-w + 2, w) | w € R}. %]

SoLugko (DO PROBLEMA 2.7).— Asalineas sdo semelhantes, a titulo de exemplo con-
sideramos a alinea (c). A matriz aumentada do sistema é:

X y u v w
_ —2L\+Ly—L,
2 -1 00 1|4 I -10 0 0[3] 5.0 20 -1 0
1 -1 00 0|3|Li=L, |2 -1 0 0 1]4 —7L1+L4—>L4 0 1 0
—_—
3 -2 0 0 117 3 =20 0 1|7 0 1 0
7 02 4 1|9 |7 0 2 4 1|9 0o 7 2
1 -1 0 0 0] 3] 1 -1 0 0 0] 3 1
0 1 00 1| -2]L=ly |O 1 0 O 1| =2 amL; (0
—_ D ——
0O 0 0 0 0] O 0 0 2 4 6| 2 0
0 0 2 4 -6| 2] 0O 000 0] O 0
A esta matriz corresponde o sistema:
x—y=3 x=1-w
y+w=-2 Syy=-2—-w

u+2v-3w=1 u=1-2v+3w
Desta forma, o conjunto solu¢io do sistema é:

{d-w,-2-w,1 =2v+3w,v,w) | v,w € R}.

SoLugAo (Do PROBLEMA 2.8).— As matrizes aumentadas de cada um dos sistemas
é:

—_— = O

oS = O O

:

[« S B el ]

0
1
-3
0

—Ly+Ly—14
~TLy+Ly~Ly
_—

-2
1
0
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a 0 g2 00 —2 11 | 4
(@ e a 44 b 10 ¢ 4 (© (o o 1 2
0 a 2|p 4 5 =2|-=2 0 0 a—4|a-2
(a) Procedendo 2 eliminacio de Gauss temos:
a« 0 f)2 —Ly+Ly—L, 0 p —LyrLy—Ly | ¢ 0 b 2
a a 44|22 4-p 2| =210 a 4-p 2
0 a 2|8 0 21 p 00 p-2|p=2
Tem-se entdo que se a # 0 e f # 2 entdo o sistema ¢ possivel e determinado. Se
a = 0 entdo a matriz em causa é:
0 0 B 2
0 0 4-8 2
00 p-2|p=2
e, neste caso, se # = 0 entdo o sistema é impossivel. Se g # 0 entdo, podemos
prosseguir a eliminacdo de Gauss de acordo com o seguinte:
0 0 i 0 0 1| 2p] Hlitla=Ly 1o o | 2/p
WPL, Q-P)Ly+Ly—Ls
0 0 4-p — 1o 0 4-p 0 0 0| 4p-2p
00 p=2|p=2 00 p-2|p=2 00 0| @-2%p
e o sistema ¢é impossivel se g # 2 e indeterminado se g = 2.
Deixamos (b) ao cuidado do leitor e consideramos desde j4 a alinea (c). Proce-
dendo 2 eliminacdo de Gauss temos:
1 1 1 1 1 1 4
(4-a)Ly+L3— Ly
0 0 1 — |0 0 1 2
0 0 a—4|a-2 0 0 0|6-—a
pelo que o sistema ¢ possivel e indeterminado se a = 6 e impossivel caso contra-
rio. |
SorugAo (Do PrROBLEMA 2.9).— Procedendo 4 eliminac¢do de Gauss obtemos:
5 -3 2 [5 -3 A 0 -3 A 0
(=2/5)Ly+Ly—L, LyoLs 5Ly
2 0 02— |0 6/5 245|-2]{——|0 1 -1 ul—
0 1 -1 u 0 1 1| u 0 6/5 —24/5|—2
5 -3 A 0] -3 A 0
—6Ly+L3— L5
0 1 —1| ul—- 1 ~1 4
0 6 24| -10] 0 0 6-24|—-10—6u
Assim a resposta correcta ¢ a (A). ZI
SoLugAo (Do PrROBLEMA 2.10).— Fazendo a eliminagdo de Gauss:
5 0 -1 |u Ly —L I 10 S5\ u-2 L 4Ly 1 10 S51u-=-2
2 -5 3 —_— |2 -5 -3 — 0 =25 -—-13|5-u
0O 0 4]0 o 0 1 0 0 A 0
Ou seja, a resposta correcta é a (C). ZI



SoLugio (Do PROBLEMA 2.11).— A solucdo do sistema é (-1, 1,5), logo a resposta
correcta é a (C). ZI

SoLugAo (Do PROBLEMA 2.12).— A solugdo do sistema é (1, 1, 0), logo a resposta cor-
recta é a (A). ZI

Sorugio (Do PrROBLEMA ??).— Procedendo arespectiva elimina¢do de Gauss constata-
se que a caracteristica de A é 3. Desta forma o sistema Au = b sera possivel e
determinado em todos os casos. A Unica resposta correcta é assim a resposta IL.[7

SorugAo (Do PrROBLEMA 2.14).— Procedendo a eliminacio de Gauss da matriz au-

mentada do sistema obtemos:

1 2 3 “ALi+L~Ly 11 2 3 1 1 2 3 1
—TLi+L3— L3 2L,+Ly—1L,

4 5 6|2——=|0 -3 -6 2| ———= |0 -3 -6 -2

7 8 30|« 0 -6 3a-21|a-17 0 0 3a—9 | a-3

Assim, se a # 3 o sistema ¢ possivel e determinado. Se a = 3 o sistema ¢é possivel
e indeterminado. Assim apenas a resposta III é correcta. ZI

Sorugio (Do PROBLEMA 2.15).— Procedendo a eliminacdo de Gauss da matriz au-
mentada do sistema A, u = b obtemos:

—L+Ly—L,

o2 o2 2| n MR 2 2 2 b e,
I =1 2 1|by| ~Li+La=Ly |0 =3 0 =1| by—b,| 2B)LorLi=L,
> -
33 6 5|b 0 =3 0 —1|by—3b
1 0 «a 1 b4 0 -2 a-2 -1 b4—b1
12 2 2 b, 12 2 2 by
0 -3 0 I by—b | Ls=Ls [0 =3 0 -1 by — b,
s
o 0 0 0 by — 2b, — by 0 0 a—=2 —1/3|by—2b/3—7b/3
0 0 a2 —1/3|by—2by/3—7b/3 o 0 0 0 by — 2b, — by

O sistema nunca ¢ possivel e determinado e se b3 — 2b; — b, # 0 o sistema é
impossivel. A dnica hipétese correcta ¢ assim a (D). 4|

Sorugio (Do PROBLEMA 2.16).— As descricio das matrizes elementares é feita na
sec¢do 2.2.2 dos apontamentos teéricos. Reproduz-se aqui a parte relevante para
a resolucdo deste exercicio e do seguinte.

Denotamos por Ej; € K™ a matriz, que é como a matriz identidade excepto
que com as linhas i e j da identidade trocadas entre si. Denotamos por EJj(a) €
K™ a matriz que é como a matriz identidade excepto que a entrada i, é a.
Finalmente, denotamos por E"(a) € K" (para a # 0) a matriz que é como a
identidade excepto que na i-ésima posicao da diagonal esta o escalar a. Tem-se

entdo o seguinte:
(1) E/;A = B, onde B ¢ amatriz que resulta de A trocando as linhas i e j entre
SL.

(2) E"(a)A = B, onde B é a matriz que resulta de A substituindo a linha i de A
por aA, ,, i.e. multiplicando a linha i de A pelo escalar a # 0.
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(3) E[j(@)A = B, onde B ¢ a matriz que resulta de A substituindo a linha i de 4
por A, , +aA, ,, ie. adicionando a linha i de A a linha j multiplicada por a.

|

As matrizes elementares sdo todas invertiveis e nao ¢ dificil constatar que (E i’;’)‘l =
ET; (EM@)™ = E"a"); e (El.';‘(oc))‘1 = EJi(~a). Em particular, as inversas das

matrizes elementares sio matrizes elementares do mesmo tipo.

Como se descreveu a multiplicacdo a esquerda por uma matriz elementar cor-
responde a aplicacio de uma das operacdes do método de eliminagdo de Gauss.
Assim sendo: (a) Procedendo a eliminacio de Gauss, obtemos:

1 0 0 1 0 O 1 0 O 1 0 0
S5Li+Ly— L, Li<L, (~112)L,

-5 0 1f————|0 0 1|—— |0 -2 0|—— |0 1 0

0 -2 0 0 -2 0 0 0 1 0 0 1

Ora a primeira operagio aplicada corresponde & matriz E3 | (5) a segunda & matriz
E; 5 € a terceira a matriz elementar E; (—1/2). Assim tem-se:

3 3 13 -
EX-112)E3,E3 (5)A=1,
como se pretendia.
(b) Da relacdo anterior resulta que
-1 _ 3 3 13
AT = BJ-1D)EL E3 (5).
(c) Tem-se que
A=A = (E(-12)EE] 5)7.
Como a inversa de um produto é o produto das inversas pela ordem inversa re-

sulta que:

A= (E3 (5) (B3 ) (Ey(=1/2))7" = E3 | (-5)E; 4 E5(172).

Sorucio (Do PROBLEMA 2.17).— Tal como no exercicio anterior temos que proce-
der 2a elimina¢do de Gauss para obter a sequéncia de matrizes elementares envol-

vida.
0 1 7 8 1 3 3 8 1 3 3 8 1 3 3
LIHLZ 2L1+L3—>L3 —L2+L3—>L3
1 3 3 —1| 0 1 7 8|————|0 1 7 §———— |0 1 7
-2 -5 1 -8 -2 -5 1 =8 01 5 8 0 0 -2

A sequéncia de matrizes elementares que corresponde as operagdes elementares
usadas é entdo E332(—1)E§ 1(Z)E3 ou seja tem-se

1,2°
13 3 8
3 3 3 —
E3,(-DE;,QE,A=|0 1 7 8|
00 -20

SoLugio (Do PROBLEMA 2.18).— (a) Basta observar que 4 = (A71)7".
(b) Neste caso,

-1
oat= | Toar=l]? VoL !
1 -1 61 -1 61 —1



ou seja,

(c) Tem-se:

- 1-1 -1
@a ' = |} N esat= | T ea L
2 1 2 1 s{|2 1

l)T

Como se tem que (A~ = (AT)™! obtém-se finalmente que

a=1
-1 1

(d) Neste caso

Ou seja,

SoLugAo (Do PROBLEMA 2.19).— (a) A caracteristica de A, corresponde ao ntimero
de pivos de uma qualquer matriz em escada de linhas que resulte de 4, através
do método de eliminacdo de Gauss. Assim sendo:

0o 1 2 1 4 u 1 4 u 5 1 4 u
Ly—L, =3L+L3—L; (12=p“)Ly+L3— 1Ly

1 4 u|l——|0 1 —_— |0 1 2 |—— |0 1 2

3 ,u2 u 3 /42 u 0 ,u2 —12 2u 00

Concluimos assim que Car(A,) =2se wWHu—12=0e Car(A,) =3se Wrpu—12 #0.

(b) Considerando y = 1 e recorrendo ao algoritmo de célculo da inversa:

01 2|1 00 1 4 1010 1 4 1/0 1 0
Ll<—>L2 —3L]+L3—>L3

1 4 110 1§ 0 01 2/1 0 of]——1o0 1 21 00

31 1/0 0 1 31 1[0 0 1 0 —11 =2/0 -3 1
1 4 1/ 0 10 1 4 1 0 1 0] ~2Lstlo—L,

11Ly+L3—Ls (1720) Ly —L3+L{—L,

—— o1 2|1 o0 of]—=lo 1 2 1 0 N
0 0 20[11 =3 1 0 0 11120 =3/20 1/20

1 4 0|-11/20 23/20 -1/20 Ll oL 1 0 0|-=320 -1/20 7/20
0 1 0| —220 620 —220———510 1 0|-220 620 —2/20

0 0 1 11729 =3/20  1/20 0 1] 11/29 -=-3/20 1/20

=)

Ou seja tem-se que:

| -3 -1 7
(Ap~'= 372 ¢ 2|
1 -3 1

SoLugio (Do PROBLEMA 2.20).— (a) Usando o algoritmo para o clculo da inversa
obtemos:
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1 0 1]1 00 1 0 1] 1 0 0] 10 1/ 1 00
—Lj+L;—Ls —Ly+L3—Ls (=1/2)L4

01 1/01 0f]———=o1 1] 01 0f——=J0o1 1| 0 1 0of—=>

1 1 0/0 0 1 01 -1|-1 0 1] 00 =2|-1 -1 1
111 0 0 ] ~L3tLo—Ly T 12 =12 12

—IL:+L,—L
i Sl -12 12 12

172 172 =172

1 0
01 1|0 1 0
0 0 1|12 12 =12

S O =
S = O
- o O

Assim sendo,
12 =12 112
Al =|-12 12 112
12 12 -12

(b) Basta observar que:

1 1 1
Au=|2|le Aau=A""Y2|leou=4a""14""2
3 3 3

SoLugio (Do PROBLEMA 2.21).— Tem-se que

16 12 2
AB=]1 5 2
4 9 3
Basta entdo resolver o sistema:
16 12 2|16
1 5 2 1].
4 9 3| 4

SoLugAo (Do PROBLEMA 2.22).— (a) Tem-se
T-AP2=0-AT-A)=1-A-A+A>=1-24+ A2,
como, por hipdtese, A% = A tem-se:
1-24+A*=1-24+A=1-A
(b) Calculando (1 — 24)? tem-se:
(1 =24 =(1=24)(1 -24)=1-4A+44% =1,
a tltima igualdade justifica-se porque A? = 4, por hipétese. Concluimos entio

que (1 —2A) é inversa de si propria. |

Sorugio (Do PROBLEMA 2.23).— (a) Temos que verificar que (1 + A)(1 — B) = 1.
Tem-se:

1+A)1-B)=1-B+A-AB=1+A—B—(A-B)=1,
com se pretendia.
(b) Como (1 — B) é inversa de (1 + A), tem-se que:
A-B(A+A)=1+4)1-B)=1.

Tem-se entioque 1 = (1 -B)(1+ A)=1+A—-B—-BAouseja,0=A—- B—- BA
e, como AB = A — B, obtemos finalmente que 0 = AB — BA, ou seja, AB = BA
como se pretendia estabelecer. %



SoLUGAO (DO PROBLEMA 2.24).—

Sorugio (Do ProBLEMA ??).— Procedendo a eliminacdo de Gauss da matriz au-

mentada do sistema obtemos:

1 4 2 1 Litla=ly 11 4 2 1
—Li+L3—Ls (1/3)L,
-1 -1 1 2 | —=lo 3 3| 3 |—>
1 B+3 3|p=-2 0 p—1 1|p-3 0 p-1
1 4 2 1

(A=p)Ly+L3—1L; 1 1 1

0 0 2-p|p-p-2
Assim, se p # 2 o sistema é possivel e determinado e se # = 2 o sistema ¢ inde-

terminado (pois > — f —2 = 0 para § = 2). Desta forma, a resposta correcta ¢ a

II. 4
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2 1
1 1
1| p*-3



