Semanas 04 e 05
Espacos lineares

3.1 DEFINICOES E EXEMPLOS

Um espago linear ou espago vectorial sobre K ¢ um conjunto ¥, nio vazio, cujos
elementos se designam genericamente de vectores (independentemente da sua na-
tureza), equipado com uma operacio de adigdo de vectores que, essencialmente, é
uma funcdo ¥V X ¥V — V que associa a cada par (u,v) de elementos de V' um ele-
mento de V que se designa de soma de u com v e que, em geral, se denota por u+ v
ou simplesmente u + v quando V for claro. Além disso, a cada elemento a € K
corresponde uma operacio &, : ¥V — V que a cada vector v € V faz correspon-
der um vector de V' que se denota &, (v) ou mais simplesmente av (no contexto
da teoria dos espagos vectoriais, os elementos do corpo K designam-se habitual-
mente de escalares). Finalmente, estas operacdes devem verificar o conjunto de
propriedades (os axiomas de espago linear) que se enunciam a seguir:

(1) para quaisquer u,v,w € V tem-se u+ (v+w) = (u+ v) + w (ou seja, a adi¢do
de vectores € associativa).

(2) para quaisquer u,v € V tem-se u+ v = v +u (ou seja, a adi¢do de vectores é

comutativa);

(3) existe um elemento neutro para a adi¢do, ou seja, um elemento e € V com a
seguinte propriedade: para qualquer u € V tem-se que e +u = u.

De facto, ndo pode existir mais que um elemento neutro nestas circunstancias,
pois se e,f € V sdo elementos neutros para a soma de vectores entdo: e = e + f
porque f é elemento neutro, enquanto que f = e + f porque e ¢ elemento neutro.
Mas entdo tem-se que e = e + f = f ou seja, o elemento neutro para a adicao de
vectores ¢ inico. Tendo em conta esta unicidade, reservam-se, em geral uma no-
tacdo e uma designacdo particulares para este elemento. Ele designa-se de vector
nulo de V e denota-se por 0y, ou simplesmente 0 quando nao existe perigo de
confusio.
Continuando a enunciar os axiomas de espaco linear:

(4) paracadau € V existe um vector w € V com a propriedade: u+w = 0y,.

Mais uma vez, para cada u € V existe um unico w nas condicdes de (4). Com



efeito: se w e w’ satisfazem (4) relativamente a u entdo:

!

w=w+0,=w+@@+w)=(w+u)'w =0, +w =w".

Perante esta unicidade, mais uma vez reservamos uma designacio e uma notagao
especiais para w como em (4), ele designa-se de simétrico de u e denota-se —u.
Os restantes axiomas sao:

(5) para quaisquer a € K eu,v € V tem-se a(u + v) = (au) + (av);
(6) para quaisquer @, f € Keu € V tem-se (a + f)u = (au) + (fu);
(7) para quaisquer a,f € Keu € V tem-se (af)u = a(pu);

(8) lu=u.

Se K = C o espaco linear diz-se um espaco linear complexo, se K = R o espaco V
diz-se um espaco linear real.

Observamos que convencionalmente a operacio de multiplicag¢do por escalar
tem precedéncia sobre a adi¢do de vectores, assim uma expressdo como ax + fy
significa o mesmo que (ax)+(fy). Somas deste tipo, envolvendo um nimero finito
de parcelas tém um papel fundamental no estudo destas estruturas pelo que lhes
dedicamos a préxima definicdo:

DEFINIGAO 3.1.— Sejam V um espago linear sobre K, a;, a, ..., a, € Ke x|, x,,....,x,

V. Uma soma da forma:
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arx;+ayxy + - +a,x, = Zaixi,
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onde aj, ay, ..., a, € K diz-se uma combinacio linear de x, x,, ..., x

Considerando todas as possiveis variacdes de escalares em (3.1) obtemos todas as
combinacoes lineares dos vectores x;, ..., x, cujo respectivo conjunto se denota
por Ly ({x;,...,x,}) e designa de expansdo linear dos vectores x,, ..., x, em V. Uma
vez que produtos de um escalar por um vector e somas de vectores s3o elementos
de V tem-se claramente que

LV({XI’ ..

Nio existe nenhum motivo para considerar apenas expansoes lineares de con-

Lx,DCV.

juntos finitos de vectores (embora as combinacdes lineares sejam sempre somas
finitas). Se A é um conjunto infinito de vectores entdo a respectiva expanséo li-
near, que se denota por L (A), define-se como:

Ly, (A) = { i a;X;

i=0

neN,x,....,x,€Aa,...,a, € K},

onde N ¢ o conjunto dos nimeros naturais (recorde-se que adoptamos a conven-
cdo segundo aqual 0 e Nie, N ={0,1,2,3,...}.7
Exibimos agora alguns exemplos de espacos lineares.

Exempro 1.— O conjunto KK que consiste nas fun¢des f : K — K, onde se
definem as operacoes (f,g) — f + g e (a, f) —~ af através de:

L (f +g)(k) = f(k)+ g(k), para k € [;

" Note-se que esta ndo é mais que a
generalizagdo aos vectores enquanto
elementos de um espaco linear, da
correspondente nog¢do envolvendo
vectores linha e coluna no caso das
matrizes.

> Note-se que apesar de termos
fornecido duas definicées de Ly (X),
uma para o caso em X ¢é finito e outra
para o caso em que X ¢ infinito, a
segunda definicdo poderia adoptar-se
para os dois casos. Isto acontece
porque se X = {x,...,X,} se tem que
qualquer soma de elementos de X

é equivalente a uma soma da forma
Xy + 4 X,



2. (af)k)=a- f(k), para k € K.

Observe-se o duplo sentido do simbolo «+» acima: em f +g ele descreve a operacdo
de adicio de funcoes em FK, enquanto que em f(k) + g(k) descreve a adi¢do no
corpo K (note-se que os valores f(k) e g(k) sdo elementos de K. Por outro lado
a - f(k) denota também o produto em K. Habitualmente este tipo de distin¢des é

claro no contexto e abstraimo-nos de as produzir explicitamente.

Exempro 2.— A andlise do exemplo precedente mostra que a estrutura de espago
linear em KK provém da estrutura de I aplicada as imagens f (k). Este facto sugere
a generalizacdo daquele através das estruturas XK das funcdes f : X — K onde,
X # @ é agora um conjunto arbitrdrio. Efectivamente, definindo as operacdes de
adicdo de vectores e de multiplicagdo por escalar como anteriormente, i.e.

L (f+8)X) = f(x)+g(x), para x € X;
2. (af)(x) =a- f(x), parax € X.

continuamos a obter um espaco linear sobre K.

Muitos exemplos de espacos vectoriais sdo essencialmente da forma descrita no
exemplo anterior, muito embora geralmente isso nio seja explicito pois ¢ mais
conveniente descrever os vectores noutras formas mais convenientes a sua mani-
pulacio.

ExempLo 3.— Os espacos K" consistem nos n-tplos ordenados de elementos de

[, i.e. elementos da forma (i, ..., a,), onde ay, ..., a, € K considerando a algebra
definida por:

L (o, eecs0)+ By B)=(ay + By, ..., + B,);

2. klay,...,a,) = (kay, ..., ka,).

Vale a pena mencionar a propriedade fundamental dos n-tplos ordenados re-
lacionada com o critério de igualdade de dois objectos deste tipo: tem-se que

(ay,....a,) =(By,...,B,) se esbse
ap =ﬂ1/\a2=ﬂ2/\m/\an :ﬁn,

i.e. dois n-uplos sdo iguais se e s6 se os elementos nas posi¢des correspondentes
sdo iguais, e.g. (1,1,2) # (1,2, 1). Ora, aderindo a ideia segundo a qual os objectos
em Matematica sdo essencialmente determinados pela informac¢ao que contém,
facilmente concluimos que os vectores em K" podem ser identificados com as
funcoes f € "IK,3 ou seja, identificando o n-tplo (a4, ..., a,) com a funcio f € "K
dadapor f(0) = ay, ...
"K.

, f(n—1) = a,,. Desta forma, tem-se que K" é essencialmente

ExempLO 4.— Os espacos K" das matrizes do tipo m x n com entradas em K.
Com as operagdes usuais de adicio de matrizes e de multiplicagdo de um escalar
por uma matriz tem-se que K" é um espaco linear.

Estamos uma vez mais perante um exemplo que corresponde na sua esséncia a
uma construcio do tipo da descrita no exemplo 2. De facto, uma matriz A € K™

3 Esta notacdo merece um esclareci-
mento dado que descrevemos XY
como sendo o conjunto das funcoes
de X em Y pressupondo-se assim
que X e Y sejam conjuntos. O que
acontece é que os nimeros naturais
podem ser vistos como conjuntos (¢
de resto assim que, como qualquer
objecto matemdtico, sdo definidos
no seio da teoria de conjuntos) mais
precisamente; 0 = @ e nos restantes
casosn = {0,...,n — 1} i.e, cada
natural é o conjunto dos naturais que
o precedem.



corresponde a uma funcio f e XL definida por £(i, ) = A; ;. Este
facto revela que o espaco K" é essencialmente o espaco oemPX{Lnd [ 4

Exempro 5.— Uma sucessdo de elementos de KK é uma sequéncia infinita da forma:

(X0s X175 X9 evn s Xpps ev2) ne N.

Usualmente, denotamos uma sucessio como acima recorrendo a notacio (x,).
Uma sucessdo ¢ assim uma generalizacdo da nocio de sequéncia finita. De resto
¢ valido um critério de igualdade semelhante i.e. tem-se

(x,) =) e Vi eN)x; =y,

Mais uma vez, as sucessdes podem ser identificadas com funcdes, neste caso com
funcdes f : N — K. Por essa razio denotaremos o conjunto das sucessdes em
K por NK. As operagdes sio definidas como no caso *I e, com estas operacdes,
NK ¢ um espaco linear (ver exemplo 2).

Consideramos um tltimo exemplo. Trata-se de um exemplo particularmente inte-
ressante pois trata-se de um exemplo descrevendo uma estrutura muito préxima
da intui¢do geométrica. Apesar de se tratar de um exemplo muito simples, cons-
titui aquilo que poriamos considerar como uma boa estrutura de teste i.e., uma
estrutura a qual podemos recorrer para testar conjecturas acerca de espacos line-

ares.

Exempro 6.— O exemplo que vamos considerar consiste na estrutura dos vectores
fixos do plano. Depois de fixarmos um ponto O no plano (a origem) um vector
fixo do plano é um segmento orientado com origem em O e extremidade num
ponto A desse mesmo plano, simbolicamente representamos esse vector por OA.
Em particular ¢ possivel considerar o vector 0 = 0O. Graficamente o vector
OA é representado através de uma seta com origem em O e extremidade em B.
(Claro que no caso do vector 0 essa seta ¢ degenerada e a origem coincide com a
extremidade.) Para induzir neste conjunto de vectores uma estrutura de algebra
linear, consideramos operacdes que se definem geometricamente como se indica

na figura 3.1.

au

4 De facto, neste tipo de identifica-
¢bes, ¢ preciso identificar mais que os
elementos dos dois conjuntos. Feita
essa correspondéncia as estruturas, ou
seja, as operagdes algébricas, devem
também corresponder-se i.e., o re-
sultado de operar objectos numa das
estruturas deve corresponder ao re-
sultado de operar, na outra estrutura
o0s objectos correspondentes. Neste
exemplo concreto, denotando por A
a funcio que corresponde a matriz A
tem-se: A+ B= A+ BeaA = dA,
pelo que as duas estruturas sdo de
facto equivalentes.

Figura 3.1:

Ziu+ Vv
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Em (A) encontra-se descrita a forma como se podem multiplicar geometricamente
dois comprimentos. Considerando que o comprimento de OA ¢ 1 e DB ¢é paralelo
a CA entdo, como se sabe, dado que os tridngulos OAC e OBD sio semelhantes,
tem-se que:

04 _0B

oc 0D
ou seja, OD = OA - OB (pois OC = 1). Em (B) descreve-se a multiplicagio por
escalar (usando a construcio em (A). Essencialmente, se u é um vector e a € R, en-
tdo au é o vector que tem como suporte a mesma recta que u, comprimento «|ul|
onde ||u|| denota o comprimento de u. Além disso au tem o mesmo sentido que u
(estd na mesma semi-recta) se @ > 0 enquanto que tem sentido contrario ao de u
se a < 0. Finalmente (C) descreve a denominada regra do paralelogramo que per-
mite descrever a adi¢do de vectores através da construcdo de um paralelogramo,
tal como se descreve na figura.

ExempLO 7.— Dado um conjunto X # @& o espaco linear livre sobre X que denota-
mos por Ci(X) ¢ o subespaco de *IK que consiste nas fungdes f : X — K com
suporte finito, onde o suporte de f, que se denota supp(f) é

supp(f) := {x € X | f(x) # 0}.

e (x) = {1 (Se X = a)

0 (caso contrério)

As funcées da forma

desempenham um papel importante. De facto, o conjunto {¢, | a € X'} constitui
um conjunto gerador de Cy (X) i.e., cada elemento f € Cy(X) é da forma,

f(x) = ilcal(x) + e+ éncan(x)’

onde ay,...,a, € X e &,....,&, € K. Mais precisamente, se o suporte de f ¢
S ={ay,...,a,} entdo

£ = f(ay)ey, () + -+ flay)e, ().

Além disso, este conjunto de geradores é minimal ou seja, removendo algum dos
seus elementos deixa de ser possivel gerar todo o Cy(X). Mais precisamente,
removendo c, deixa de ser possivel geral qualquer funcao f cujo suporte contém
a como elemento.

As propriedades seguintes sdo tteis apesar de simples consequéncias dos axiomas
de espaco linear (e por isso sio vilidas em qualquer estrutura deste tipo).

LEMA 3.2.— Seja V um espaco linear sobre K. Tem-se:

1. Sex € V entdo 0x = 0.
2. Sex € V entdo (-1)x = —x.

. SexeV,a,peKex+#0entdo, ax = px se e so se a = f.

S oW

. Sex,y €V, aeK\ {0} entdo, ax = ay se e s6 se x =y.

DemonsTRAGAO.— Ver Apéndice 3.A. a



3.2 SUBESPAGOS DE UM ESPAGO LINEAR

Suponhamos que V' é um espaco linear sobre K. Suponhamos que a operagao de
adi¢ao de vectores é +,, e que as operacoes de multiplicacdo por escalar sio &
(para a € K). (Neste ponto estamos a usar uma nota¢ao mais complicada para des-
crever as operagdes no espago V' porque sera conveniente distinguir claramente
as operacdes em diferentes espacos.) Consideremos agora um subconjunto néo-
vazio X C V. A restrigdo da operagdo de adicdo de vectores em V, ao conjunto X,
denota-se por +yx € é a funcdo +y |y : X x X - V definida por:

Xtyixy =Xty 7V,

ou seja, os resultados da restricdo +,y sdo calculados da mesma maneira que
recorrendo a adi¢do em ¥V, simplesmente enquanto funcio, o dominio de +x
envolve apenas vectores em X. Analogamente, para as multiplica¢des por escalar:
a restri¢do de @ a X denota-se ay |y e para cada x € X tem-se | x(X) = &y (x).

Resumindo, para calcular o resultado de uma restri¢do aplicada a elementos de
X, esquecemos que eles s3o elementos de X e calculamos o resultado através da
correspondente operacao em V, considerando os vectores enquanto elementos de
V. Em geral, ndo distinguiremos simbolicamente uma operacdo e a sua restricio
até porque, os resultados sdo calculados da mesma forma.

Pode perfeitamente acontecer que aplicando uma restri¢do a X de operacoes
em V a elementos de X ndo resulte num elemento de X. E.g. se X = {x} (com
x # 0) e se K = R entdo 2x ndo é elemento de X (porque, como x # 0 tem-se que
2x # x). Quando esta situacdo ocorre para alguma das operacdes, dizemos que
X ndo € fechado para as operagdes de V. Caso contrario diremos que X € fechado
para as operagdes de V.

DEFINIGAO 3.3.— Sejam, V um espago linear sobre K e U C V tal que U # @. Dire-
mos que U € um subespaco de V se U, equipado com as restri¢des das operagdes de
V a U, é um espago linear. Se U € um subespaco de V escrevemos U < V.

O resultado seguinte é de grande utilidade pratica, pois permite verificar se um
subconjunto de um espaco linear é um subespago sem que tenhamos que fazer
uma verificagdo de todos os axiomas de espaco linear.

TEOREMA 3.4.— Sejam, V um espago linear sobre Ke U C V com U # @. Temos que
U ¢é um subespago de V se e s6 se U € fechado para as operagdes de V, i.e. se e s0 se,

I. ax € U, para quaisquer « € Kex € U;

2. x+y €U, para quaisquer x,y € U.
Ou ainda, se e s6 se

ax + py € U, quaisquer que sejam a, f € Ke x,y € U.
DemonsTRAGAO.— Ver apéndice 3.A |

COROLARIO 3.4.1.— Tem-se que {0} < VeV < V.



Exemplos tipicos de subespagos sdo as denominadas expansdes lineares de conjun-
tos de vectores que ja definimos anteriormente.

TeOREMA 3.5.— Sejam, V um espago linear sobre K e X c V. Tem-se que Ly, (X) é
um subespago de V.

DemonsTRAGAO.— Ver apéndice . %

Exempro 8.— Uma questdo natural é a de saber se um vector x € V é um elemento
do espago gerado por um conjunto finito, X, de vectores de V i.e. a questio de
saber para um dado x € V se tem x € Ly, (X).

Nos espagos K" existe um procedimento efectivo que permite responder a esta
questdo. Na génese desse procedimento encontra-se uma observacio basica: se
A € K™" ¢ uma matriz e x € K™! é o vector coluna [a; - @,]7 entio,

AX= A, + -+ a,A,,,

ou seja Ax ¢ uma combinacio linear das colunas de A, os escalares que determi-
nam essa combinacio linear sdo as entradas do vector coluna x. Ou seja um vector
b é uma combinacio linear das colunas de A se e s6 se existe um vector x tal que
Ax = Db, ou seja, se e sO se o sistema Ax = b € possivel.

ExempLo 9.— Suponhamos que ¥ = R? e consideremos (1,0,1),(2,2,3) € R>.
Serd que o vector (1,2, 3) é uma combinacio linear daqueles dois vectores?

Tendo em conta as observacoes precedentes, para responder a esta questdo
temos apenas que ver os vectores como colunas de uma matriz A e ver se a coluna
b = [1 2 3]7 é combinacio linear das colunas de A, ou seja, verificar se o sistema
Ax = b ¢ possivel. Neste caso obtemos o sistema:

1 21[e] [1 1 2]1 1 2] 1
0 2||la,|=|2 ou 0 2|2[—]0 1| 2
1 3flas] [3 1 33 0 0[-2

pelo que o sistema ¢ impossivel. Concluimos assim que o vector (1,2,3) ndo é
elemento da expansdo linear Ly ({(1,0,1),(2,2,3)}).

Podemos até considerar o problema genericamente e caracterizar exactamente
os vectores (x,y,z) € R® que sio elementos daquela expansio linear, ou seja,
que sio combinagdes lineares daqueles dois vectores. A questdo é semelhante,
queremos determinar em que condigdes, o sistema:

1 2| x
0 2|y
1 3|z

é possivel. Ora, recorrendo ao método de eliminacdo de Gauss, obtemos:
1 2|x 1 2 x 1 2| x
0 2|y|—=|0 2 y |—=10 1|z—-x|—
1 30zl lo 1]z=x] o 2|y

1 2|x
=10 1]|z—x
0 0|2x+y-—-2z



O que mostra que o sistema é possivel se e s6 se 2x+y—z = 0. Assim, concluimos
que

Ly({(1,0,1),(2,2,3)}) = {(x,y,2) € R3 | 2x + y — z = 0}.

O exemplo precedente ilustra o seguinte resultado:

LEMaA 3.6.— Dados vectores uy, ..., u, € K" um vector w é combinagdo linear dos
vectores uy,...,u, € K" i.e, w € Li({uy,...,u,}) se e sd se o sistema Ax = w, onde
A € a matriz que tem como colunas os vectores uy, ... ,uy, € possivel.

Os subespagos de K" podem apresenta-se essencialmente de duas maneiras: ou
como o nucleo de uma matriz A ou como uma expansio linear L, ({x,...,x,}).
A partir de uma apresentacdo de um dos tipos pode sempre obter-se uma apre-
senta¢do do outro tipo. Ilustramos o processo através de dois exemplos.
ExempLO 10.— Suponhamos que U < R* ¢ o subespaco
U:={xyzw|x+y+w=0Ax+y+z=0},

ou seja, U = Nuc(A), onde A é a matriz:

1 1 0 1

A= .
1 110

Podemos determinar os vectores em Nuc(A) resolvendo o sistema homogéneo

11010_)11010
1 1.1 010 001 -1]0

e, descrevendo a solucio em termos das variaveis livres, obtemos que:

correspondente:

Nuc(A) = {(-y —w,y,w,w) | y,w € R}.
Os vectores (—y — w, y, w, w) podem decompor-se numa soma do tipo
(_y -w,y,w, w) = (_ys Y, 09 O) + (_ws O, w, LU),

onde em cada vector, na soma do lado direito da igualdade, é mencionada uma
unica variavel livre. Finalmente, colocando em cada vector a respectiva variavel

livre em evidéncia obtém-se:
=y-w,y,w,w) =(-y,9,0,0) + (~w,0,w,w) = y(-1,1,0,0) + w(-1,0, 1, 1).

Uma vez que y,w sdo quaisquer, resulta que Nuc(A4) consiste na totalidade das
combinacdes lineares dos vectores (—1,1,0,0) e (1,0, 1, 1), ou seja,

U = Nuc(A) = Lgs({(~1,1,0,0),(~1,0, 1, D}).

Os vectores geradores de U que foram obtidos separando as varidveis livres na
solucdo geral do sistema Ax = 0, diz-se que sio obtidos pelo método da separa-
¢do das varidveis. Os vectores obtidos por este processo sdo sempre linearmente
independentes e constituem uma base do nucleo de A. (Neste caso, dim(U) = 2.)

Exempro 11.— Seja U = Lps({(1,1,1),(1,-2,1)}). Tem-se entdo que U é o espaco



das colunas da matriz

Como vimos, (x,y, z), ou seja [x yz]T, pertence ao espaco das colunas de A se e
s6 se, o sistema Au = [x yz]" for possivel. Considerando a matriz aumentada do

sistemna:
1 1 | x 1 1 X

1 -2|y|l—=|0 -3|y—x
1 1|z 0 O

zZ—X
Constata-se que o sistema é possivel se e s6 se z = x ou seja,

U={(x.y2|z=x}

DErINIGAO 3.7.— Um espago linear V sobre K diz-se de dimensio finita ou finita-
mente gerado se existe X C V, finito, tal que V = L (X) i.e., qualquer vector em V
€ uma combinagdo linear dos vectores em X. Se, pelo contrdrio, para qualquer X C V,
finito, se tem Ly, (X) # V entdo, dizemos que V € um espago de dimensio infinita.>

Como veremos adiante o lema 3.6 tem um ambito mais geral do que aparenta.®

Por defini¢do, um espaco linear de dimensao finita, V, é um espaco da forma
V = Ly({uy,...,u.}). Teremos a ocasido de estabelecer mais adiante que se U < V'
entdo U também ¢ finitamente gerado. Assim, todo o subespaco de um espago
linear de dimensao finita, V, é da forma L, ({e;, ..., e}).

Retomando o exemplo 8, fomos capazes de caracterizar os elementos do subes-
paco de R? ai considerado através de equacdes lineares homogéneas i.e., descre-
vendo-o como o nicleo de uma matriz.

A situacdo pode generalizar-se.

LeMaA 3.8.— Seja A € K"™". Tem-se que Nuc(A) € um subespaco de K".

DemonsTRAGAO.— Ver apéndice 3.A. Zl

3.3 BASES E DIMENSAO

Recordamos que se V' = L, (X) entdo dizemos que X é um conjunto gerador de V.
Como Ly (@) = {0} o subespaco {0}, } é gerado pelo conjunto vazio. Além disso,
o conjunto vazio ¢ o seu unico gerador pois se X # @ entdo L, (X) # {0y }. Este
ultimo facto é uma consequéncia directa de uma propriedade geral: quaisquer que
sejam X C V e x € X tem-se sempre que 1x € Z(X) o que implica X c Ly (X).
Além disso, todo o espaco linear V possui trivialmente um conjunto gerador dado
que L,(V)=V.

Claro que o facto V = Ly (V) tem pouco interesse pratico. Seria interessante
poder aceder a estrutura de V' a partir de um conjunto minimo de informacio ou,
pelo menos, a partir de um conjunto relativamente pequeno de informaco. Num
caso tipico tem-se V' = L (X) com X finito. Quando isto acontece, o espaco V'
diz-se um espaco de dimensdo finita.

5 Iremos ocupar-nos essencialmente
com os espacos de dimensio finita.
Desta forma, ao longo deste texto, o
termo espaco linear deve ser enten-
dido como sinénimo de espago de
dimensdo finita.

¢ Essencialmente, um espaco linear V
sobre K ¢é essencialmente equivalente
a um espaco K" para algum n e,
qualquer problema (de algebra linear)
envolvendo V, pode ser reduzido

a um problema do mesmo tipo em
K". Em particular, o problema de
saber se w € Lyuy,...,u,) (em V)
pode ser resolvido em K" resolvendo
um problema do mesmo tipo w* €

Lyuf,...,up) onde w*,uf, .. uf
sdo vectores de coordenadas de
w,up, ..., U, respectivamente.
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3.3.1 ESPACOS DE DIMENSAO FINITA

Esta seccdo ¢é acerca do problema de determinar conjuntos geradores 6ptimos
no contexto dos espacos lineares de dimensio finita. Entendemos aqui o termo
optimos no sentido de o mais econdmicos possivel. Para ilustrar a questdo: se V =
Ly ({x,2x}) (onde ¥ é um el. sobre R) entdo o conjunto {x,2x} nio é éptimo:
de facto se y € V é uma combinacio linear dos vectores x e 2x, i.e. se se tem
y = ax + p(2x) para certos a, § € R entdo:

y = ax + f(2x) = (a + 2p)x,

o que, visto y poder ser qualquer, revela que Ly ({x,2x}) = Ly ({x}). Aquilo que
impede que {x,2x} seja um conjunto gerador éptimo é o facto de um dos seus
elementos, e.g. 2x ser j& uma combinacio linear dos restantes (neste caso ape-
nas x), podendo ser eliminado sem restringir a respectiva expanséo linear. Estas
observacdes sugerem a defini¢do seguinte.

DEFINIGAO 3.9 (CONJUNTO LINEARMENTE DEPENDENTE).—

Um conjunto de vectores {x,, ...,x,} diz-se linearmente dependente se algum dos
vectores x; for combinagdo linear dos restantes, ou seja se para algum i € {1,...n} se
tem x; € Ly (X \ {x;}).7

DEFINIGAO 3.10 (CONJUNTO LINEARMENTE INDEPENDENTE). —

Um conjunto de vectores {x,...,x,} diz-se linearmente independente se ndo for
linearmente dependente, i.e. se nenhum dos vectores no conjunto for uma combinagdo
linear dos restantes.

Observe-se que OeL,(X\ ({0} pelo que, se um conjunto X contém o vector nulo
ele é necessariamente linearmente dependente.

O resultado seguinte fornece critérios alternativos para a verificagio da inde-
pendéncia linear de um conjunto de vectores.

TeOREMA 3.11.— Sejam, V um espago linear sobre K e X = {x,,...,x,} um subcon-
junto de V. Nestas condigdes sdo equivalentes:

(@) X é linearmente independente.

(b) Se O = a;x;+-+a,x, entdo a; = --- = a,, = 0, ou seja, a tinica forma de obter o
vector nulo como combinagdo linear de x4, ..., x, € considerando a combinagdo
linear em que os coeficientes sdo todos nulos.

(©) Se ayx; + - +a,x, = x| + -+ p,x, entdo, a; = By, ..., a, = p, ou seja, se um
vector € uma combinagdo linear de x4, ... ,x, essa combinagdo linear € tinica.
DEMONSTRAGAO.—

(@) = (b): Mostramos que —(a) = —(b). Suponhamos entdo que se tem 0 = a;x; +
- +a,x, € que os escalares ay, ..., a, ndo sao todos nulos. Suponhamos ainda que
i€{l,...,n} étal que a; # 0. Tem-se:

1
xi=— Y —ax; € Ly({xg, .. %} \ {x;)),
@ 1<j<n
J#i

7 A propésito desta notagio, recorde-
se que se X,Y sao conjuntos entio,
X \ 'Y (diz-se X excepto Y) denota o
conjunto que contém os elementos
de X que nio sio também elementos
dey.



contradizendo o facto de {x,,...,x,} ser linearmente independente.
(b) = (0): Supondo que a;x; + -+ + a,x, = f1x; + -+ + f,x, entdo,
((xl - ﬂl)Xl + -+ ((xn - ﬁn)Xn = @

Usando (b) concluimos que se tem @) — ; = =+ = a, — f, = 0, ou seja, a; =
Bi.....a, = B,, como se pretendia.

() = (2): Mais uma vez optamos por mostrar =(a) = -(c). Suponhamos que
{x{,...,x,} é linearmente dependente. Entdo um dos vectores, digamos que x;, é
uma combinacio linear dos restantes:
S
1<j<n
J#i
Nestas condigdes: 0 = a x| + - + @;_ 1 X;_] — X; + @41 X4 + - + @,X,,. Ou seja, ndo
existe unicidade na representacdo do vector nulo, contrariando a condic¢do (c).[1

LEMA 3.12.— Sejam V um espaco linear sobre K, X = {uy, ... ,u,} C V linearmente
independente e x ¢ X C V. Tem-se que X U {x} € linearmente independente se e s6
se x & Ly (X).

DemonsTrRAGAO.— Consideremos X e x nas condi¢des do enunciado e suponha-
mos que que X v {x} é linearmente dependente. Entdo, existem escalares (ndo
todos nulos) tais que aju; + -+ + a,u, + fx = 0. Nio se pode ter f = 0 pois nesse
caso ter-se-ia aju; + -+ + a,u, = 0 contrariando o facto de X ser um conjunto

linearmente independente. Mas, tendo-se g # 0, também se tem que:

ay @y,
X=-——X — = — —X, € L, (X),

i i

contrariando as hipéteses do enunciado. Tem-se assim que X u {x} ¢ linearmente

independente. K

Os conjuntos geradores que sdo linearmente independentes sdo éptimos (no sen-
tido rigoroso descrito no resultado seguinte).

TEOREMA 3.13.— Sejam V um espaco linear sobre K e X = {x,,...,x,} um subcon-
junto de V. Sdo equivalentes:

(@) V = Ly (X)e X é um conjunto linearmente independente.

(b) Todo o elemento de V' pode ser escrito de modo tinico como combinagdo linear
dos vectores em X.

() V=Ly(X)eseY ¢ X entdo L,(Y) # V (i.e. X é um conjunto gerador de V
que ¢ minimal).
(d) X é linearmente independente e se X G Y C V entdo Y € linearmente depen-

dente (i.e. X é em V um conjunto linearmente independente maximal).

DEMONSTRAGAO.—

()=(b): E uma consequéncia do teorema anterior. Como V = L, (X) todo o
elemento de V é combinacio linear dos elementos de X. Como X é linearmente
independente, pelo teorema precedente, essa combinacio linear ¢ nica.

II
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(b)=(c): Admitindo que existe Y ¢ X tal que L, (Y) = L, (X), consideremos um
x; € X tal que x; ¢ Y. Por hipétese temos que

X; = Z a.x.

Como x; = 1x;, temos que 1x; e ),y a,x sdo duas combinac¢des lineares distintas
de elementos de X que permitem obter o vector x;. Esta circunstancia contraria,
no entanto, (b).

(c)=(d): Se Y nio fosse dependente entdo seria um conjunto gerador de V' linear-
mente independente, mas ndo seria minimal, contrariando (c).

(c)=(a): Se nio se tivesse £}, (X) = V entdo poderiamos considerar y ¢ £, (X) e
entdo ter-se-ia X ¢ X u{y} com X u{y} linearmente independente, contrariando

assim (d). ZI

De acordo com o resultado precedente um conjunto gerador de um espago que
seja linearmente independente é um conjunto minimal de vectores que gera esse
espaco, i.e. nenhuma das suas partes proprias pode gerar todo o espaco. Também
¢ maximal no seguinte sentido, se lhe acrescentarmos outros vectores, embora
continue a gerar o espaco, deixa de ser linearmente independente.

DEFINIGAO 3.14 (BASE DE UM ESPAGO LINEAR).— Um conjunto X C V que satisfaca
uma qualquer das condigoes do teorema precedente diz-se uma base de V.

TEOREMA 3.15 (EXISTENCIA DE BASES).— Suponhamos que V é um espago linear sobre
K, finitamente gerado. Nestas condicdes V tem uma base.3

DemonsTrRAGAO.— O caso V' = {0} possui trivialmente uma base que é o con-
junto vazio. Consideremos entio o caso em que V # {0 }. Uma vez que V
é finitamente gerado, existe um conjunto (ndo vazio) X = {u,,...,u,} tal que
V = Ly(X). Entre as partes de X é sempre possivel encontrar uma, digamos
Y, que constitua um conjunto linearmente independente, maximal.? Neste caso
Ly, (Y) = V. Para constatar este facto basta observar que para cada 1 < i < n se
tem que Y U {x;} ou é Y ou é um conjunto linearmente independente. Assim,
{x1s....x,} C Ly(Y),0ouseja, V =Ly, (X)C L,(Y)c V. Concluimos desta forma
que Y é uma base de V. |Z|

3.3.2 DiMENsA0

Um facto interessante é que se V = Ly (X) entdo podemos isolar um subconjunto
Y C X que é uma base de V. (Desta forma qualquer espaco de dimensio finita
tem uma base.) Por outro lado, se X e Y sio bases de um espaco V entdo a
cardinalidade de X (i.e. a quantidade de elementos de X) é igual a cardinalidade
de Y. (Se X é um conjunto finito, denotamos por | X| a respectiva cardinalidade.)

LEMa 3.16.— Seja V um e.l. sobre K. Suponhamos que X,Y Cc V eY C Ly (X).
Nestas condigdes, L, (Y) C Ly (X).

8 De facto, se um espaco linear
possui uma base entdo possui uma
infinidade de bases.

% Ie., um subconjunto ¥ c X tal

que Y ¢ linearmente independente

e dado qualquer Z c X tal que

Y C Z se tem que Z ¢é linearmente
dependente. (Um tal Y pode ser
obtido da seguinte forma: definimos
asequénciaY, c ¥, C -+ C Y, de
subconjuntos de X da seguinte forma
Y, ={u}seu; #0eY, = @caso
contrédrio. Se i < n e Y; estd definido
entdo, Y., = Y; U {x;,} se este
conjunto é linearmente independente,
caso contrdrio ;| = Y,.



DemONSTRAGAO.— A conclusdo decorre de uma simples aplicacdo do facto de um
subespaco ser fechado para combinacdes lineares i.e., contém todas as combina-
¢oes lineares dos seus elementos. A

LeMa 3.17.— Seja V um espaco linear sobre K. Suponhamos que X c V e0 # y €
Ly (X). Nestas condigoes, existe um x € X tal que

Ly(X) =Ly (X \ {x}) v {y}.

DEeMONSTRAGAO.— Suponhamos que y = a;x;++-+a,x,. Como y # 0 pelo menos
um dos escalares @; naquela combinacio linear ndo é nulo. Desta forma obtemos:

—o;x; = —y+ Z a;X;.

J#i
ou seja, o
_1o_vi.
xi = aiy ; al. xj.
Tem-se assim que Ly (X) C Ly((X \ {x;}) v {y}) € Ly(X), ou seja, L, (X) =
Ly (X \ {x;}) v {y}). A

TeOREMA 3.18.— Se V = Ly (X) e Y C V ¢€ linearmente independente entdo |Y| <
|X].

DEemMONSTRAGAO.— Suponhamos que, contrariando a conclusdo do teorema, se
tem que X = {x;,...,x,}, Y = {y},....»} € k = n+r, para algum r > 1. Conside-
remos os dois conjuntos lado a lado:

{x19x27~~-’xn} {y19"'yn7yn+17-~~7yn+r}

Mudando o vector y; para o primeiro conjunto obtemos:

(Vx5 %0, X, Vs oo Yoo Yoieds - 2 Yoir }-
Uma vez que y; é combinacio linear dos x;, recorrendo ao resultado precedente
podemos eliminar um dos x; e continuar a gerar V. Sem perda de generalidade,
podemos supor que podemos eliminar x;. Concluimos entdo que os conjuntos
(Vi:X0, s X, Ao oo Vs Yokt oo s Vi ) -
sdo respectivamente um conjunto gerador de V' e um conjunto linearmente inde-
pendente de vectores. O procedimento anterior pode assim ser repetido até ao
momento em que obtemos conjuntos:
ey v AVars s Yugr -

o da esquerda, um conjunto gerador de V, o da direita um conjunto linearmente

independente.

Temos assim que y,.; € Ly({y1,¥s,...,¥,}) contrariando a independéncia li-
near de Y. Nao se pode pois ter k > n e o teorema fica estabelecido. U
COROLARIO 3.18.1.— Se By, B, C V sdo bases de V entdo |B,| = | B,|.

DemoNsTRAGAO.— Pelo teorema precedente B, e B, sdo conjuntos geradores, li-
nearmente independentes, de V. Assim, como B; é gerador e B, ¢é linearmente

I3
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independente tem-se que |B,| < |B;|. Trocando os papéis de B, e B, concluimos
que |B;| < |B,| tendo-se finalmente que |B,| = | B,|, como pretendido. |

DEFINIGAO 3.19 (DIMENSAO).— Seja V' um espago linear sobre K. A dimenséo de V,
que se denota dim(V) € a cardinalidade de uma (e neste caso de qualquer) base de V..

3.3.3 ESPACOS DAS LINHAS E DAS COLUNAS DE UMA MATRIZ.
CARACTERISTICA

Suponhamos que A € K™". As linhas de A podem ser vistas como elementos
de K" enquanto que as colunas de A podem ser vistas como elementos de K”.
Feita esta observacdo, definimos o espago das colunas de A, que denotamos por,
Col(A), é o subespaco de K" gerado pelas colunas de A. Analogamente, o espaco
das linhas de A, que se denota por Lin(A), é o subespaco de K" gerado pelas linhas
de A.

TEOREMA 3.20.— Suponhamos que A € K™". As operagdes do método de eliminagdo
de Gauss ndo alteram o espaco das linhas de A. Além disso ndo alteram a dimensdo
do espago das colunas.

TEOREMA 3.21.— Suponhamos que A € K™". Tem-se que:
dim(Lin(A)) = dim(Col(A)).

DEeMONSTRAGAO.— Seja A € K™ e suponhamos que a dimensdo de Col(A) é r.
Fixemos uma base ¢y, ...,c, de Col(A). Consideremos a matriz C € K™ cujas
colunas sao os vectores c,, l.e. tem-se C*,j = ¢;, para 1 < j < r. As restantes
n —r colunas de A sio combinacdes lineares de ¢, ..., c,. Isto significa que existe
uma matriz R € K™" tal que A = CR. (R ¢ a matriz onde R, ; é o vector de
coordenadas da j-ésima coluna de A na base cy, ... ,c,.

Agora, cada linha de A é uma combinacio linear das r linhas de R e, desta
forma, a dimensdo do espaco das linhas ndo pode exceder r.

Uma vez que esta conclusio vale para qualquer matriz, vale para a matriz A"
onde o papel das linhas e colunas é trocado. Assim concluimos que as duas di-
mensdes devem coincidir. M

DeriNiGAO 3.22.— Tendo em causa o resultado anterior, a caracteristica de uma ma-
triz A€
car(A) := dim(Lin(A)) = dim(Col(A)).

OsBservAaGAO 1.— Tendo em conta as consideracoes anteriores, se A* é uma matriz
em escada de linhas, que se obtém de A usando o método de eliminac¢do de Gauss
entao

car(A) = car(A*) = nimero de pivos de A*.

3.4 SOMAS E INTERSECCOES DE SUBESPAGOS

TeOREMA 3.23.— Dados U, W € Sub(V) a interseccdo U n W é um subespago de V.
Além disso U "W € o maior subespago de V que estd contido simultaneamente em U

eem W.



DEMONSTRAGAO.—

Se, em termos duais, quisermos descrever o menor subespaco de V que contém os
subespacos U, W, um candidato natural serd a unido dos dois subespacos. U v W'.
No entanto, apenas em casos muito particulares a unido de dois subespacos ¢ um
subespaco:

LEMA 3.24.— Se U,W € Sub(V) entdo U v W € Sub(V) se e sose U C W ou
W cU.

DEMONSTRAGAO.—

E facil verificar que a unido de dois subespacos é sempre fechada para a multipli-
cacdo por escalar por isso, o que falha em geral é o fecho para a adi¢do de vectores,
designadamente, somas da formau+wemqueueUew e W.

Assim, o candidato natural a substituir U v W enquanto menor subespaco que
contém U e W ¢ o conjunto de vectores que designamos de soma de U com W,
que se denota U +V e é

U+V:i={u+v|jueUAveV}.

Note-se que U,W Cc U + W porque seu € U entiou = u+0com 0 € W
(e analogamente para w € W). Além disso, se X é um subespaco de V' tal que
U,W C X entdo tem que conter todas as somas de elementos de U com elementos
de Wie., U+ W c X. Concluimos entdo que se U + W for um subespago de V'
ele é o menor subespaco que contém U e W. Tem-se,

LeMA 3.25.— Dados U, W € Sub(V) tem-se que U + V & Sub(V).
DEMONSTRAGAO.—

Uma importante questdo ¢ a de saber determinar bases para U n W e U + W no
caso de U e W serem subespacos de K".'°

Se U, W e Sub(IK"), para determinar uma base de U + W temos que considerar
UeW apresentados como expansoes lineares i.e., U = Lyu({X{,...,x,}) e W =
Lyn({y;, ..., ¥5}). Neste caso, tem-se claramente que

U+W = Lin({X), ..., X Y15 -- 5 Y })-

Pelo que obter uma base para U + W se resume a obter um conjunto linearmente
independente de vectores que gerem o mesmo subespaco que {Xy, ..., X, Y, ..., ¥s}»
o que pode ser feito, por exemplo, recorrendo ao método de eliminacdo de Gauss.
No que diz respeito a interseccdo, U n W. Para determinar uma base deste
subespaco eles tém que possuir apresentacées do mesmo tipo. Se U = Nuc(A) e

W = Nuc(B) entio
‘ A ‘
UnNnW =Nuc R

ou seja € o nucleo da matriz que se obtém juntando as linhas de A4, as linhas de B.
Neste caso uma base pode obter-se pelo método da separagdo das varidveis.

15

' O caso geral, ou seja, quando o
espaco ambiente ¢ um espaco V' que
ndo ¢ necessariamente K" reduz-se
a este via coordenadas (ver a seccio
seguinte).



16

Se U = Ln({x},....x,}) e W = Lyn({xy, ..., x,}) entdo, temos que x e U n W
se e sO se existem escalares ay, ..., a,, By, ..., B, tais que:

X = X 4+ e X, = ﬂlyl 4 oo ﬁsYs’

ou seja, se e sO se, (ay, ..., a,, By, ..., f,) pertence ao nucleo da matriz:

Se os vectores
Eon & llsnl) (1<i<k)
sdo uma base daquele nucleo entdo, constata-se que os vectores
w=Ex + e +Ex,  (1<i<k)
constituem uma base de U n W. De resto, o mesmo sucede com os vectores
w, =Ly + -+ 8y, A<i<kh).

Quando U nV = {0} asoma de U com W designa-se de soma directa e denota-se
U @ W." Existem consequéncias importantes do facto de uma soma de subespa-
cos ser uma soma directa. Todo o elemento de uma soma de dois subespacos U e
W (directa ou ndo) é uma soma de um elemento u € U com um elemento w € W'.
No caso da soma nio ser directa e a intersec¢do conter um vector nao nulo, diga-
mos x, tem-se que u+w = (u —x) + (W +x) (tendo—se: u—xelUew+x€ W), ou
seja, um elemento em U + W nio é neste caso obtido univocamente como a soma
de um elemento de U com um elemento de W. No caso de uma soma directa a

situagdo é a oposta:

TEOREMA 3.26.— Sejam V' € um espago linear sobre K, U, W € Sub(V)ex e U W
entdo, existem u € U e w € W Uinicos tais que X = u + w.

DEeMONSTRAGAO.— Que existem u e w nas condi¢des indicadas resulta imediata-
mente do facto de uma soma directa ser uma soma. Quanto a unicidade: supo-
nhamos que nio temos unicidade e que ¢ possivel considerar x € U & W, bem
como uy,u, € U e wy,w, € W tais que:

u1+W1:X=u2+W2.

Ora daqui conclui-se que u; —u, = w, —w; 0 que, ndo se tendou; =u, e w; = w,
implica que U n W nio ¢é trivial, o que contradiz o facto de a soma ser directa.
Tem assim que se ter a unicidade. %

O tipo de soma directa que acabdmos de descrever designa-se de soma directa
interna ja que envolve dois subespagos de um mesmo espaco linear V.

Estas nocoes de soma e soma directa de subespagos generalizam-se sem difi-
culdade, permitindo-nos considerar um qualquer nimero (finito) de subespacos
deV.

DEFINIGAO 3.27.— Sejam, V um espago linear sobre K e U, ..., U, subespacos de V.

" Note-se que U @ W coincide com
U + W a nova notagao serve apenas
para indicar que a interseccao de U
com W consiste apenas do vector
nulo.



Definimos:
n
YU =U+-+U,
- ={u+-4+u,|uyy €U A Ay, €U}
TEOREMA 3.28.— Sejam, V um espago linear sobre K e Uy, ..., U, subespacos de V.

Nestas condigdes, U; + --- + U, € Sub(V).

Uma soma U, + - + U, diz-se directa se para cadai =1, ..., n se tem que:
U,n ) U, = (0).
J#Ei

Se U, + -+ + U, é uma soma directa (interna) escrevemos U, @ --- @ U, ou @/, U;
para exprimir claramente esse facto.

Como anteriormente tem-se o seguinte

TEOREMA 3.29.— Se Uy, ..., U, € Sub(V) e x € U, @ --- & U, entdo existem vectores
u, €Uy, ... ,u, € U, (inicos), tais que x =u; + -+ +u,,.

DEFINIGAO 3.30.— Se V = U @ W dizemos que U é um complemento de W em V
(ou que W é um complemento de U em V).

TEOREMA 3.31.— Se U € Sub(V) entdo existe W € Sub(V) tal que V = U @ W. (Este
W ndo € tinico.)
Concluimos esta sec¢do com o seguinte resultado:

TeOREMA 3.32.— Consideremos uma familia {U; | i = 1,...,n} onde n € N. Sdo
equivalentes:

1. A familia é uma familia independente de subespacos, i.e. para cada i =
1,...,n

S,n Y U ={0}.
J#i

2. Unicidade de representagio do vector nulo i.e. a inica maneira de obter 0
como soma de vectores dos Uy, ..., U, é somando vectores nulos.

3. Cada vector x € U, + -+- + U,, pode ser obtido de modo tinico (excepto a ordem

das parcelas) como uma soma u; + - +u, onde parai = 1,... ,n se temu; € U,.

Assim, uma soma € directa se e s6 se uma destas condigdes se verifica.

TEOREMA 3.33.— Seja V um espago linear sobre K.

1. Seja B ¢ uma base de V tal que B = B, U B, onde B, n B, = @ entdo, V =
Ly (B) ® Ly (B,).

2. SeV =U@®W, B, éuma base de U e B, ¢ uma base de W entdo B, " B, = @
e B, U B, é uma base de V.

TeOREMA 3.34.— Um conjunto {x,,...,x,} € uma base de V se e so se

V=Ly({x; )& &Ly({x,}).

7
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TEOREMA 3.35.— Suponhamos que U, W € S(V). Tem-se que:
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U n W).

Em particular:
dimU @ W) = dim(U) + dim(W).

3.5 BASES ORDENADAS E COORDENADAS

DEerINIGAO 3.36.— Seja V um espago linear de dimensdo n. Uma base ordenada de Vv
€ um n-tiplo ordenado de vectores de V, p = (e, ...,e,)," tal que {e,, ... ,e,} é uma
base de V.

Observe-se que qualquer conjunto {v, ...,v,} origina n! n-tplos distintos, desta
forma qualquer base de ¥, com n vectores, origina n! bases ordenadas distintas.

Suponhamos que p = (e, ..., e,) ¢ uma base ordenada de V. Dado x € V existe
uma Unica sequéncia de escalares (ay, ..., a,) € K" tal que:

X =01€ + -+ a,c,.

O vector (ay, ..., a,) € K", contendo os coeficientes daquela combinagio linear
diz-se o vector de coordenadas de x na base § e denota-se x;. Reciprocamente,
um qualquer vector (ay, ..., a,) € K" determina, relativamente a base p um tnico
vector de V, respectivamente:

x = (ap, ... ,ozn)[3 =wae + -+ ae,.
Podemos até definir uma funcio ¢ : ¥ — K" que associa a cada vector de V' o
respectivo vector de coordenadas na base f, i.e. ¢p(x) = xp. Esta fungdo possui
propriedades interessantes:
(1) ¢p tem uma inversa qbgl : K" - V que é definida por:
4;[;‘(051, ) =(ap, ... )P
Sao validas as seguintes igualdades:
o) =x;
(o, ..oy = (ay, ..., a,).
(2) ¢y preserva combinagdes lineares, i.e.
(@ X + -+ ax)p = aj(x)g + -+ + @, (x,)g.

ou seja, o vector de coordenadas de uma combinagio linear de vectores é a
(mesma) combinacio linear dos respectivos vectores de coordenadas.

(3) ¢[;1 também preserva combinacdes lineares no sentido da alinea precedente."
Se X cV e W c K" entdo, definimos
plX] = Xp:={xp | x € X}
¢ W= WP = (... &) 1 &1 &) €W
(4) X <V sse Xy <K%
() W<K'sse WP <v;

2 Denotamos bases ordenadas através
de letras gregas minudsculas em estilo
romano.

% Uma funcdo que preserva combina-
¢oes lineares diz-se uma transforma-
¢do linear. Assim a funcio bp é uma
transformacio linear. Por outro lado
a inversa de uma transformacio linear
¢é sempre uma transformacio linear
(ver o préximo capitulo).



(6) X cV élinearmente independente (resp. dependente) sse X;, é linearmente
independente (resp. dependente);

(7) W c K" é linearmente independente (resp. dependente) sse W ¢ linear-
mente independente (resp. dependente);

(8) X = LV(XI’ ,Xk) NN Sé NS Xﬁ = LKn((X])ﬁ, ey (Xk)ﬁ);
(9) W = Lgu(wy, ..., wy)seesdse WP =L, (wpP,...,(wp)P.
ExempLo 12.— Consideremos o espaco R;[r] dos polindmios reais de grau < 3.
Neste espaco consideremos a base ordenada
B=(1,1+11%2 +1).
1. Determinar (¢ + t3)ﬁ;
2. Determinar (0, 1, -1, 1)%;
Para calcular (r + t3)ﬁ, ou seja, o vector de coordenadas de ¢ + #* na base B, temos

que descobrir os coeficientes da combinacio linear dos vectores de p que coincide
comtz+1,ie.

(+0)y = (8.6, 83.8) @1+ =& + &L+ 1)+ &1° + &7 +1).
A igualdade do lado direito do simbolo de equivaléncia ocorre sse
P =G+ ) H o+ G HEE H &L

Recordando que dois polinémios sdo iguais sse os coeficientes correspondentes
sdo iguais, a ultima igualdade verifica-se sse

§&i+6 =0
S =1
E3+¢,=0
&=1
ouseja, se e sdse & = —1,& = 1,& = —1,¢, = 1. Conclui-se entdo que (r + 13)[3 =

(-1,1,-1,1) e R%.
Quanto a segunda questdo, por defini¢do:

0,1, -1, =0-1+101+0)+ (=D + 1> + 1)
ouseja, (0,1, -1, )P =141+ 17.
Exempro 13.— Se (ay, ..., a,) € B, é a base candnica de K" entdo:
(al,...,an)ﬁc =(ap,...,a,) € K",

ou seja fixando a base canénica em K" o vector de coordenadas de um qualquer
vector coincide com o proéprio vector. Da mesma forma, se estiver fixa a base
canénica em K" entdo:

(al,...,an)ﬁﬂ =(ay,...,a,) € K".

Exempro 14.— Consideremos o espaco V = R**2. Ser4 que:

B A e )]
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Tendo em conta as propriedades da funcio ¢ e da sua inversa. Podemos respon-
der a esta questdo colocando a mesma questdo acerca das coordenadas dos objectos
envolvidos (numa qualquer base de R*?). As bases canénicas dos diferentes espa-
cos sdo em geral as mais convenientes para este propdsito, pois os vectores de
coordenadas sdo ficeis de calcular. Se fixarmos em R?*? a base canoénica i.e., a
base

p = (EO-D, E12) E@D (22)

entdo, tem-se que

4 Y| _

= (ay,1,a12, 02,1, 42)-
Q21 D2,

O problema inicial, em termos de coordenadas na base p é entio:

(1,2,3,4) € Lr4({(1,0,0,1),(1,0,0,-1), (0, 1,1,0)})?

Ora, sabemos que a resposta a esta questdo € positiva se e s6 se o sistema

1 1 0]1
0 0 12
0 0 1|3
1 -1 04

é possivel. Feita a eliminacdo de Gauss:

1 1 0]1 1 1 0]1
0 0 1]2 0 -2 0|3
—

0 0 13 0 0 1]2
1 -1 0|4 0 0 0]1

ou seja a resposta ¢ negativa, tanto para a questdo envolvendo as coordenadas

como para a questdo que envolve os vectores originais.

Este ultimo exemplo a importancia dos vectores de coordenadas. Através desta
nocio qualquer espaco de dimensao finita é essencialmente uma versio de um
K". No entanto, os vectores de coordenadas sio calculados relativamente a uma
base e, por diversas razdes certas bases sao mais interessantes que outras." Vamos
agora descrever um esquema que nos permite de uma forma sistematica converter
coordenadas numa base em coordenadas noutra.

Dadas duas bases ordenadas § = (e, ...,e,) € B = (,...,¢,) de V a matriz de
mudanga da base B para a base B, que se denota [B,p] é a matriz que satisfaz a
seguinte condi¢o:

(B, B]*,i = (éi)ﬁ, i=1,...,n. (3,2)

ou seja a i-ésima coluna de [B, B] é o vector de coordenadas do i-ésimo vector da
base p na base p.

Lema 3.37.— Sejam B e B bases ordenadas de um espago V. Se A é uma matriz tal
que Axj = xp, para todo o x € V entdo A = [, p1.5

TEOREMA 3.38.— Sejam P e B duas bases ordenadas de V. Tem-se:

(1) xp = [P, B]x[;, para qualquer x € V;

“ Nem sempre as bases candnicas sio
as mais interessantes.

% Por outras palavras a matriz de
mudangca da base B para a base p é
univocamente determinada pela
propriedade Axj = xg.



() [B.B1=1[B.PI7;
(3) se p é uma terceira base ordenada de V entdo,
[B.B1 = [. B1LB. BI.
Exempro 15.— Considerando as bases ordenadas
B =((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) e p = ((1,0,0),(1,1,0), (1, 1, 1))

de R3, podemos obter a matriz [, p] de duas formas. Primeiro, recorrendo 2 defi-
nicdo: esta matriz tem nas suas colunas os vectores de coordenadas (1, 0, 0)g, (1, 1,0)g
e (1,1, 1)y

Ora o problema de determinar as coordenadas de um vector (x,y,z) em fp é

simples e equivale a resolver o sistema (digamos que nas varidveis a, g, y):

0 1 1]|x
1 0 1|y
1 1 0}z

Resolvido o sistema, a solu¢do geral é da forma:
<z+y—x Z—y+x x+y—z>

2 ’ 2 ’ 2
ou seja,
(39 = 222000+ F2 000 + TR0, 1,0,
pelo que:
(x..2) :<z+y—x zZ—y+Xx x+y—z>
s Vo [3 2 B 2 B 2 .

Usando este facto concluimos que:
(1,0,0) = (=112, 1/2,1/2),
(1,1,0)5 = (0,0, 1) ;

(1,1, D = (1/2,1/2,1/2).

Ou seja,
-12 0 112
B.pI=|12 0 12|
12 1 12

Podemos contornar a definicdo de matriz de mudanca de base, explorando as pro-
priedades algébricas deste tipo de matrizes e o facto de as matrizes de mudanca de
uma base para a base canénica se poderem escrever directamente.'® Denotando
a base canénica de R® por B, tem-se entdo que:

0 1 1 1 1 1
1 10 0 0 1

Tem-se entdo que:

[B. B1 = [B. B1[Pe. B1 = [B.. 1" [B.. P

ou seja,
o 1 1T 1 1 1
B.pI=(1 0o 1] o 1 1|
1 1 0] o o1

21

16 Recorde-se que o vector de coorde-
nadas na base canénica de um vector
de K" coincide com o préprio vector.
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Exercicios

ProBLEmMA 3.1.— Considere os vectores v; = (2,1,0,3), v, = (3,-1,5,2) e v =
(=1,0,2,1). Quais dos vetores seguintes pertencem a Ly ({v, v, V3})?

a) (2,3,-7,3); 1) (0,0,0,0); ¢)(1,1,1,-1); d)(—4,6,-13,4).
ProBLEMA 3.2.— Quais dos seguintes conjuntos com as operacdes usuais de adi-
cdo vectorial e multiplicacio por escalares reais sio subespacos lineares de R3?
(@) O conjunto de vectores da forma (a,0,0) com a real.
(b) O conjunto de vectores da forma (a, 1, 1) com a real.
() O conjunto de vectores da forma (a,b,c) comb=a+cea,b € R.
(d) O conjunto de vectores da forma (a, b,c) com a, b,c € Z.
(6) O conjunto de vectores da forma (a,b,c) comb=a+c+1ea,beR.
ProBLEMA 3.3.— Para cada uma das matrizes, determine dois conjuntos geradores

distintos para: (i) o nucleo (ou espaco nulo); (ii) o espaco das colunas; (iii) o espago
das linhas.
1 2 2
A—lZI_ZO]B—goggc—o?go
“la 2 =40 h B
0 0 0 -3 1 3 01

ProBLEMA 3.4.— Sempre que b pertencer ao espaco das colunas de A escreva-o

como combinacio linear dessas colunas.

1 2 -2
ool ) of)

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD



PROBLEMA 3.5.— Seja A uma matriz real 4 x 4 e b um vector de R* para o qual o
sistema Ax = b tem solucio unica. Explique por que razdo as colunas de A geram
R*.

ProBLEMA 3.6.— Indique quais dos seguintes conjuntos W sao subespacos linea-
res de R¥?

(@ W={(xy2eR} | x+y=10}.

(b) W = Lgs({(1,0,1), (1, 1, D).

© W=Lepa({(1,0.D) U {(x.3.2) €R | x+y =z},

d) W =Lgs({(1,-1,O)) U {(x.y.2) €R’ | =x + y + z = 0}

© W=Lep({(1, L) N {(x.3.2) €R? | x+y—z=0}.

) W= Lps({(1LLDY " {(x,3,2) ER’ | x+y—z =1},

PrOBLEMA 3.7.— Seja A € RP*Y e AT a sua transposta. Suponha que:

I Onucleo de AT tem dimensio 3,

II Existe um vector v em R” formando uma base do espaco das linhas da mariz
transposta AT,

III O nucleo de A tem dimensao 4.

Entdo os valores de p e ¢ sdo:
A)p=54=5; B)p=5q=4 C)p=4,q9=5.
ProsLEma 3.8.— Considere o subespaco linear de R?® definido por:
W ={(x,y,2) e R® | x =2y + 3z =0}.
(@) Determine uma base ordenada B de W, e indique a dimensio de W'.
(b) Verifique que o vetor v = (1,2, 1) pertence a W, e determine o vector de
coordenadas de v na base B.
ProBLEMA 3.9.— Seja W o subespaco linear de R* definido por:
W={(xyzweR | x—y+2z—w=0A-x+z=0}.
(@) Determine uma base ordenada B para o subespaco W, e indique a dimensio
de w.

(b) Verifique que o vetor v = (1,2, 1, 1) pertence a W, e determine o vetor v (0
vector de coordenadas de v na base B.

23
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PrOBLEMA 3.10.— Sejam vy, vy, v3, v4 € v5 vectores nao nulos de um espago linear  © AL
Ve W = Ly({vy, Vs, V3,4, Vs}) 0 subespaco por eles gerado. Admitindo que:
@ vy & Ly({vi ),
(b) 2v; —=3v, +2v53 =0,
© V4 & Ly({vi,va, V3 ),
(d) vs & Ly({vy,v,v3,v4)),
qual a dimensao de W?
A) 3; B) 4; C)s; D) 2.
ProBLEMA 3.1.— Seja .S = {v},v,,v3} uma base de um espaco linear W. Mostre ~ ©ESD

que {uj,uy,u3}, cCOMu; = vy, uy = V| 4V, € U3 = V| + V, + V3, também ¢é uma base
de w.

ProBLEMA 3.12.— Considere a base ordenada B = (u, v, w) de um espaco linear ¥ © ESD
e xp = (6,2, 1). Determine xp (i=1,2,3) onde:
(a) B =@u+v,u—v,w).
(b) B=@u+v+w,v,v—w).
(c) By =(Qu,v+w,v—w).
PROBLEMA 3.13.— Seja A uma matriz 3 X 4 cujo ntcleo admite uma base formada © AL
pelo vector (2,0,0,6). Considere a seguinte lista de afirmacoes:
[ dim(EL(A)) = 3;
I dim(Nuc(A)) = 1;
III dim(Nuc(4") = 2;
IV dim(EC(AT) = 2.

Indique todas as conclusées que pode inferir.
A)LIlelV; B)Ilell C)llelv; D)Ielll

PrOBLEMA 3.14.— Sejam S e U os subespacos de R* definidos como se segue: ©AL

S = Lps({(1,2,3),(=3,7,1),(19,10,-13)})
U= Lps({(1,-11,-7),(4,-5,2)}).

Designando por a,b as dimensoes de S n U e S + U, respectivamente, indique
qual o valor do par (a, b):
A3, B4 Qe D@3

ProBLEMA 3.15.— Considere o subespaco S de R¥? formado por todas as matri- © AL
zes que sdo triangulares superiores e que tém traco nulo (o traco de uma matriz
quadrada A, que se denota tr(A) é a soma dos elementos da diagonal principal de

A). Qual a dimensio de §?

A) 3; B) 4; C)s5; D) 6.



ProBLEMA 3.16.— Seja

e considere as seguintes afirmacdes:

I Aslinhas de A formam um conjunto linearmente independente;
II As colunas de A formam um conjunto linearmente independente;
IIT A caracteristica de A ¢ igual a 3;
IV O sistema de equagdes lineares Au = b tem uma tnica solucdo, qualquer

que sejab € R.

Qual ¢ a lista completa de afirmagdes verdadeiras?
A)lell B) I, Il e III; C) 111, D) Todas.

ProBLEMA 3.17.— Determine uma base e equacdes cartesianas que descrevam o
subespaco S = Lga(X) c R*, onde
X = {(]3 _1’ 190)5 (150505 1)’(17 _2927 _1)3 (_25 103 _105 8)’ (_1989 _837)}'
ProBLEMA 3.18.— Seja B uma base ordenada e x; o vector das coordenadas de x
na base ordenada p. Determine em cada alinea o vector x.
@ B=(5-1,0,-1)exp=@3,-1)
(b) B = ((1’ _174)’ (07 172)7 (1,27 0)) € Xp = (3s _17 1)

ProBLEMA 3.19.— Considere os seguintes vectores de R?:
vi=(1,2,1),v, =(1,2,3),v3 = (1,2,2).

Qual dos vectores a seguir indicados nio pertence ao subespaco de R? gerado por
{Vl ] V25 V3 }‘?
A)(0,0,0;  B)©.01;  C,15;  D)O10.
ProBLEMA 3.20.— Determine uma base e a dimensdo de cada um dos subespacos
lineares gerados pelos conjuntos seguintes.

@ {(1.1.2).(1,2,2).2.3.9)}.

(b) {(_17 17 1’ 2)’ (17 1’ O’ 1)7 (_2’ 0’ 1’ 1)’ (37 17 _19 0)}'

ProBLEMA 3.21.— Diga qual das afirmacdes seguintes é verdadeira para

V={xyzeR|2x+y—z=0}

(2) V nio é subespaco linear de R*.

(b) {(1,2,0),(0,1,1)} é uma base de V.

(©) {(1,2,0),(0,1,1),(1,3,1)} é uma base de V.
(d) {(1,0,2),(0,1,1)} é uma base de V.

25
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PrOBLEMA 3.22.— Seja A uma matriz tal que {(1,1,0,0),(1,0,2,1)} ¢ uma base do ©ESD
nucleo Nuc(A) da matriz A. Considere as afirmacdes seguintes:

(@) O vetor x = (=5,-2,3,-2) é soluc¢do do sistema Ax = 0;

(b) A dimensio do espaco das colunas EC(A) da matriz A é 2;

() A matriz A tem 4 colunas;

(d) Nuc(A) = {(x,y.zzw) e R* | x + 2z = y A z = w}.
A lista completa das afirmacdes correctas é:
A) (@), () e (o) B) (b), () e (d) C)(b)e(d) D) (b) e (9)
ProBLEMA 3.23.— Seja A uma matriz 4 x 4. Responda as questdes seguintes. ©ESD
(a) Se o espaco das colunas de A nio é R* que pode dizer a respeito do nicleo
de A?

(b) Se onucleo de A ndo é o subespaco {0} que pode dizer a respeito do espaco
das colunas de A?

(¢) Se o espaco das colunas de A é R* que pode dizer a respeito das solugdes
do sistema Ax = b parab € R*?

(d) Se o nucleo de A é {0} que pode dizer a respeito das solu¢des do sistema
Ax =bparabe R*?

ProBLEMA 3.24.— D¢ exemplos, se existirem, de: © ESD

(2) uma matriz A € R** tal que dim EL(A) = 2;

(b) uma matriz A € R*? tal que dim Nuc(A) = 2;

(¢) trés vetores distintos de R* que gerem um subespaco de dimensio 2.
ProBLEMA 3.25.— Seja x = (1, 3,2) uma solugdo (particular) do sistema ndo homo- ©ESD
géneo Ax = b. Sabendo que a solu¢do geral do sistema homogéneo associado

(Ax = 0) é {(x,y,2) € R | x = y — 4z}, indique a forma vectorial da solucio geral
de Ax =b.

ProBLEMA 3.26.— Exprima a matriz X como combinagao linear das matrizes R, S,T © ESD

o S i A e A

PrOBLEMA 3.27.— Exprima o polinémio p(x) = —5 + 19x — 8x* como combina¢io ~ © ESD

onde:

linear dos polinémios

pl(x)=3x—x2, p2(x)=2+4x—x2, p3(x):1—x+3x2.



ProBLEMA 3.28.— Seja R,[7] 0 espago real dos polindmios definidos em R de grau  © AL
menor ou igual a 2, considere os elementos de R[] definidos por:

P =1pO =10 =0 +1),p3() =0 =1 +20),p,) =1(1 —1), 1€R,
e os seguintes subconjuntos de R,[t]:
Py ={p1.p2}. P, = {p1,p2.P3}, P5 = {P2. P3. P4}, Py = {P1. P2. P4}
Qual a lista completa de conjuntos que constituem bases de R,[7]?

A) P e P; B) P, e P;; C)Pe P D) Py e P,.

PrOBLEMA 3.29.— Seja S o subespaco de R?*? gerado pelas matrizes R, S, T onde:

A= 1 0 . R= I 1 . s= 1 2 CT= I -1 '
-1 1 -1 9 -2 1 1 1
Considere as seguintes afirmacdes:

I. S tem dimensio 2,
II. S tem dimensdo 3,
. Aes,
IV. A¢S.

Quais as verdadeiras?

A)TelIL B)IelV; C) I e IIL; D) e IV.

ProBLEMA 3.30.— Seja S o subespaco de R* gerado pelos vectores v, = (1,0,—1,0), ©AL
v, =(0,1,0,-1), v =(1,0,-2,-1) e v4, = (0, 1, 1,0). Qual das seguintes afirmagdes
é verdadeira?

A) S={x,y,z,w)eR* | x—y—z—w=0},

B) S={(x,pzw) eR |x-y+z-w=0},

C) S={(,y.zw) eR* | x+y—z-w=0},

D) S={(X,y,Z,W)ER4|x+y+Z—w=0}.

ProBLEMA 3.31.— Seja R,[f] o espaco dos polinémios reais de varidvel real com  © ESD
grau menor ou igual a 2, munido com as operag¢des usuais de adi¢do e multiplica-
¢do por um numero real.

(@) Indique uma base ordenada de R,[¢] e calcule o vector das coordenadas de
p(t) = (1 — (1 + 1) nessa base.

(b) Considere o subespaco S = L ;;({1 =27, 1+ 2,1+ 2t — 3¢%,1?}). Verifique
que {1-2¢1+ 2,1+ 21 — 312,1*} ndo é uma base de S, e indique uma base
ordenada de .

(c) Determine as coordenadas do polinémio p(f) = 5 + 1> nas bases das alineas
(@) e (b).

(d) Considere o conjunto W = {p(t) € R,[#] | p(0) = 0}. Mostre que W ¢é um
subespaco linear de R,[7] e indique a dimensdo deste subespaco.
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ProBLEMA 3.32.— Determine quais dos conjuntos seguintes sio espagos lineares
reais, e nesses casos indique a dimensio e encontre uma base.

(@) O subconjunto do espaco linear Rs[t], dos polinémios de varidvel real com
grau menor ou igual a 5, formado pelos polindémios:

p(t) = ag + at + ayt* + ayt® + ayt* + as”®  com ay +a; = 0.

(b) O subconjunto do espaco R?*? das matrizes reais quadradas de ordem 2
formado pelas matrizes invertiveis.

(c)W:{[j 2 an}.

(d) Ly({cos®t,cos2t,sin’t}), onde V é o espaco linear das funcdes continuas

c IRZXZ

reais de varidvel real.

ProBLEMA 3.33.— Considere os subespagos U e W seguintes e determine a dimen-
sd0 e uma base para U nW e U+W. Além disso, verifique em cada caso o teorema
da dimensao (dim(U+W) = dim(U)+dim(W)—dim(U ~W)) e diga se os subespacos
U e W decompdem R* em soma directa.

(@) U= Ls({(1,0,2,0)}) e

W={xyzw) R | y+2z—w=0A-y+3w=0Az=0}.

(b) U = Lg+({(1,0,-1,0),(0,1,1,0)}) e

W={xyz,w)€R* | =x+y—-2w=0A2y—z=0}.

© U =L :R*{(0,0,1,0),(-2,0,0,-2)}) e

W={(x,y,zw)eR* | x+2y—z—w=0Ax—w=0}.

PROBLEMA 3.34.— Encontre a matriz mudanca de base, da base canénica de R?
para a base ordenada p = ((2,-2),(3,4)), e determine o vector das coordenadas de
w = (2,2) na base p.

PROBLEMA 3.35.— Seja P = (u;,u,, u3) uma base ordenada de R?, tendo-se que u; =
(29 190)7 U = (_19 19 1)) € Uz = (1’ 1’ 1)

(a) Determine a matriz de mudanca de base, da base canénica de R? para a base
B.

(b) Use a matriz calculada na alinea anterior, para determinar o vector de coor-
denadas de v = (5, 1,3) na base f.

ProBrEMA 3.36.— Seja v = (1,2,3) e considere B = (v, vy, v3) a base ordenada de
R3, onde v, = (1,0, 1), v, = (1,1,0) e v5 = (1, 1, 1), Qual dos seguintes é o vector
de coordenadas de v na base B?

A) (3,-2,4); B) (—1,4,4); C) (-1,-2,4); D) (-1,-2,6).
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ProBLEMA 3.37.— Seja S o subespaco de R¥? gerado pela matrizes:

bt b B

Quais das matrizes seguintes ndo pertencem a .S?

S A R T T B

ProBrEMA 3.38.— Determine a matriz de mudanca de base [B’, f], onde os vetores

—_— —

1
1

—1
2], B) M, =

das bases ordenadas p = (u;, u,,u3) € B’ = (vy, v,, v3) satisfazem:
Vi=u+u, U
Va=Up
V3 =1u; —Uj.

ProBLEMA 3.39.— Seja R,[7] o espaco linear dos polindmios reais de varidvel real
de grau menor ou igual a 2. Encontre a matriz de mudanca da base canénica de
R,[t] para a base ordenada § = (1 —1,#*,1 +t + *) de R,[t], e determine o vetor
das coordenadas de w = 2 — 3t + * na base p.

ProBLEMA 3.40.— Considere o espaco linear W e bases ordenadas p; = (u;, u,, u3),
ﬁz = (Vl’ Vo, V3) € B3 = (WI’WZ’WS) taiS que:

Uy =vy—Vy,+V3 Wi =V +Vy,—V;3
Uy =Vy — V3 € W2=V2+V3

U3=V1+V2 W3=V1+V3
(@) Determine as matrizes de mudanca de base [B,, 8,1, [B3, B,] € [B3. B ]-

(b) Seja v = 2u; + 5u, — 3u;. Use as matrizes calculadas nas alineas anteriores
para determinar v , v, € Vg,

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

PrOBLEMA 3.41.— Sejam U, W subespacos de V. Mostre que U v W ¢ um subes-
pacode Vseesdose U Cc W ouW cCU.

ProBLEMA 3.42.— Seja V = VR o espaco linear das sucessdes reais. Mostre que
o conjunto das sucessdes convergentes ¢ um subespaco de V. E o conjunto das
sucessoes divergentes?

ProBLEMA 3.43.— Considere os subespacos Wy, W, de K" definidos por:

w, ={(ay,...,a,) | a,=0}, W,={(ay,...,a,)|a =-.a,_; =0}

Mostre que K" = W; @ W,.
ProBLEMA 3.44.— Considere os espago K™

(a) Mostre que W; = {A € K™ | AT = —A} é um subespaco de K™".

(b) Seja W, o subespaco de K™ constituido pelas matrizes simétricas i.e., as
matrizes A que satisfazem AT = A. Mostre que K"™" = W, @ W,.
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PrOBLEMA 3.45.— Sejam V' um espago linear sobre K e W um subespaco de V.
Dado v € V definimos v+ W = {v+w |w e W}.

(a) Prove que v+ W é um subespaco de V sse v € W.

(b) Mostre que v; + W = v, + W sse (v; —v,) € W.

(c) Considere V/W = {v+ W | v €V} e as operacdes:

(U1+W)+(U2+W):(U1+U2)+W
a(vy +W)=(av)+ W

Mostre que estas operacdes estdo bem definidas, ou seja, verifique que se
v +W=w +Weuv,+W =w, + W entdo tem-se que
O+ W)+ Uy + W) = (W, + W)+ (w, + W)
e, além disso, verifique que se v; + W = w, + W entdo
a(vy + W) =a(w; + W).

(d) Mostre que V/W com as operacdes descritas na alinea anterior é um espago
linear sobre K. (Designa-se de espago quociente de V por W.)

ProBLEMA 3.46.— Sejam V um espaco linear e W, W, subespacos de V. Mostre
que Ly (S} nS,) C Ly (S)) n Ly (S,). Dé exemplos em que se tenha a igualdade e
exemplos de que a inclusdo pode ser estrita.

PrOBLEMA 3.47.— Seja V' um espago linear sobre K.
(1) Mostre que {u, v} é linearmente independente sse {u+v,u—v} é linearmente
independente.

(2) Mostre que {u, v, w} é linearmente independente sse {u + v,u + w,v + w} é
linearmente independente.

ProBLEMA 3.48.— Seja R[7] 0 espaco dos polindmios com coeficientes reais. Seja
S ¢ R[7] uma familia finita de polinémios todos com graus diferentes. Mostre
que S ¢ linearmente independente.

ProBLEMA 3.49.— Considere o espaco ®R das fungoes reais de varivel real. Seja
S = {e”,e?"} onde a # f. Mostre que S ¢ linearmente independente.

ProBLEMA 3.50.— Seja W c R™" o subespago constituido pelas matrizes A tais
que tr(A) = 0.

(@) Determine uma base de W

(b) Qual a dimensio de W'.

ProBLEMA 3.51.— Sejam V' um espaco linear tal que dim(V) = ne S ¢ ¥V um
conjunto que gera V. Mostre que existe S’ C S que é uma base de V.



PROBLEMA 3.52.— Sejam V = R>? e

W{[ b]a,b,ceR} W{[O a]a,beR}
c a —a b

Prove que W;, W, sdo subespacos de V e determine dim(W)), dim(W,), dim(W, +
Wz) € dlm(Wl ) Wz)

ProBLEMA 3.53.— Sejam W, W, subespacos de V' com bases B, e B, tais que B; n
B, = @. Mostre que B, U B, ¢ uma base de W, + W,.

PrOBLEMA 3.54.— Sejam V um espaco linear e U um subespago de V. Mostre que
existem W, W, subespacos de V, tais que W # W e

V=Uew=UaWw.
ProBLEMA 3.55.— Considere o exercicio e a respectiva notagdao. Mostre que dim(V/W )+

dim(W) = dim(V). (Sugestdo: estenda uma base de W para obter uma base de V,
descrevendo a partir dai uma base de V/W.)
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Apéndices

3.A° DEMONSTRACOES DOS RESULTADOS

DEMONSTRAGAO (DO LEMA 3.2).—
1. Tem-se que Ox = (0 4+ 0)x = Ox + Ox. Adicionando —(0x) a ambos os membros
da igualdade anterior obtém-se imediatamente que 0 = Ox.

2. Tem-se que (x) + (-)x = 1x+ (=Dx = (1 — 1)x = 0x = 0. Ora, como —x ¢ tnico
para a propriedade y + x = 0, concluimos que (-1)x = —x.

3. Consideremos x # 0 e ax = fx com a # f. Ten-se entio:
ax=pxoax—px=0< (a - px =0.

Como estamos a supor que a # ff temos a — f # 0 e podemos considerar (a— ).
Multiplicando a igualdade acima por este valor concluimos:

(@a— P Ha—-pPx=0,

ou seja x = 0, o que contradiz a suposi¢do original. Temos entdo que ter a = .

4. Temos que

ax=ay s ax—ay=0<ax-y)=0.

Como a # 0 podemos multiplicar ambos os membros da tltima igualdade por
a~! obtemos x —y = 0 ou seja x = y. |

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 3.4).— Temos que verificar que nestas condi¢des to-
dos os axiomas de espaco linear sdo verdadeiros em U com as restricoes das ope-
racoes em V. Um dos axiomas que temos que estabelecer ¢ a comutatividade da
adicdo de vectores. A propriedade em causa estabelece que quaisquer que sejam
xeysetemx+y =y+x A expressio quaisquer que sejam corresponde ao uso
de quantificadores universais e, uma asser¢ao que envolve apenas este tipo de
quantificador diz-se universal. A asser¢do da comutatividade ¢ assim uma asser-
¢do universal. Por que é que ela é verdadeira em U. Pela simples razdo que dados
X,y € U eles se somam em U da mesma forma que se somam em V, e como a
adi¢do comuta para quaisquer vectores em V ela comuta também para quaisquer
vectores em U.

O argumento anterior pode usar-se para qualquer para qualquer outra asser-
c¢do universal (dados que, insistimos, as operacdes em U produzem os mesmos
resultados que em V).

Analisando os axiomas de espaco linear constatamos que, com poucas excep-
¢coes, elas sdo asser¢des universais. As inicas que nio sio deste tipo sio, a existén-
cia de simétrico, e a existéncia do vector nulo. Mas, tendo em conta que U # @
é fechado para as operacdes tem-se que 0x =0 € U e (-1)x = —x € U (onde x é
um qualquer elemento de U). A condi¢do é assim suficiente.



A condicio também ¢é necessaria porque num espaco linear o resultado de qual-
quer operacdo envolvendo vectores tem que ser um elemento desse espaco (por
definicdo). |Z|

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 3.5).— O vector nulo pode sempre ser escrito como
uma combinagio linear de quaisquer vectores, usando os coeficientes todos nu-
los. Tem-se assim que 0 € Ly, (X), pelo que L (X) # @."7 Suponhamos agora que
X|, Xy € Ly (X). Neste caso podemos considerar vectores x; | ..., Xy, Xy 1, ..., Xo s €
X tais que

r N
X| = Zfixl,n Xy = Z CiXa -
i=1 i=1

Sendo assim tem-se que:
r+s

X1 +X2 = Zajwj,
j=1

onde,paral <i<rsetema; =& ew;, =x;;eparal <i<ssetema,,; =¢ e
W,y = Xp;. Concluimos assim que x; + x, é uma combinacio linear de elementos
de X ou seja, x| +x, € Ly (X).

Consideremos agora x € Ly, (X) e « € K. Como anteriormente, podemos

considerar x; ..., x, € X e escalares &, ..., ¢, tais que

Neste caso,
ax = a< Z af,-x,) = Z(aé)xi € Ly (X).
i=1 i=1
Concluimos assim que Ly (X) ¢ um subespago de V. %

DEMONSTRAGAO (DO LEMA 2?).— Tem-se que AQ = 0 assim 0 € Nuc(A). Por outro
lado, se u,v € Nuc(A) entdo, A(au + fv) = aAu + pAv = 0+ 0 = 0, pelo que
au + Bv € Nuc(A). Desta forma Nuc(A) é fechado para combinagdes lineares.
Conclui-se que é um subespaco de K”. U

3.B RESOLUCOES DOs EXERCICIOS

SoLugio (Do PROBLEMA 3.1).— Podemos caracterizar genericamente os vectores que

pertencem aquela expansio linear que sio precisamente os (x, y, z, w) € R* para
0s quais o sistema

-1 2 3 |x -1 2 3 |x
0O 1 —-1]|y 0 1 —-1]y
-
2 0 5|z 0 0 15 |2x—-4y+z
1 3 2 |w 0 0 O |—-x—-ty—2z+3w

Basta agora verificar quais os vectores que satisfazem a condicio:

—x—ty—2z4+3w=0.
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7 Uma das condices para verificar
que U ¢é subespaco de V é verificar
que U # @. Uma boa forma de
proceder a este teste é verificar que

0 € U. Com efeito se 0 € U conclui-
se imediatamente que U # @ e, se

0 ¢ U entdo podemos imediatamente
concluir que U nio ¢ subespaco ji
que o vector nulo tem que pertencer
a qualquer subespaco.
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Observe-se entretanto que podemos concluir que (0,0, 0,0) pertence a extensio
porque ela é um subespaco, neste caso de R*, e o vector nulo pertence a qualquer
subespaco. %

SorugAo (Do PROBLEMA 3.2).— (a) Tem-se {(a,0,0) | a € R} = Lg3({(1,0,0)}) dado
que (a,0,0) = a(1,0,0). Ora uma expansao linear é sempre um subespaco.

(b) O vector nulo nio pertence ao conjunto dado logo ele ndo pode ser um subes-
paco.
(c) Tem-se que:

{(a,b,c)eR® |a+c=b)={(a,b,c) eR® | a+c—b=0)}.

Este conjunto é o conjunto de solu¢des de um sistema, neste caso um sistema
com a Unica equacgdo a + ¢ — b = 0, ou seja é o nucleo da matriz A = [1 —1 1].
Como se sabe, o nucleo de qualquer matriz é sempre um subespago de K" onde
n é o numero de colunas da matriz.

(d) Nao é um subespaco porque embora seja fechado para a soma de vectores (a
soma de inteiros continua a ser um inteiro) e contenha o vector nulo, o conjunto
nio é fechado para a multiplicacdo por escalar. Observe-se que os escalares que
podemos considerar sdo todos os nimeros reais, uma vez que o espago ambiente,
R?, é um espaco linear real. Assim, por exemplo, (1,0) é um vector do conjunto
dado mas v/2(1,0) = (1/2,0) ndo é um elemento do conjunto dado.

(e) Ndo é um subespaco porque mais uma vez o vector nulo ndo pertence ao

conjunto. |

Sorugio (Do PrROBLEMA 3.3).— Consideramos a titulo de exemplo a matriz B (os
outros casos sio analogos). Por definicdo, EL(B) ¢ o espaco gerado pelas linhas
de B, e por isso, um conjunto gerador é

{(0,1,0,0),(0,0,2,0),(0,0,0,-3)}.

Para obtermos um segundo conjunto gerador observamos o seguinte: quando
aplicamos uma das operagdes elementares sobre linhas de uma matriz, o espago das
linhas ndo se modifica. Transpondo esta informacio para conjuntos geradores de
espacos isso significa que:
I. se num conjunto gerador substituirmos um vector v, por um dos seus mul-
tiplos av, com « # 0 entdao o novo conjunto gera 0 Mesmo espaco.

2. se u,v sdo dois vectores distintos num conjunto gerador e substituirmos v
por au + v (a qualquer) entdo, 0 novo conjunto gera 0 mesmo espaco.
Assim, um segundo conjunto gerador, pode obter-se, entre outras possibilidades,

multiplicando o primeiro vector por —1:
{(0’ _19 07 0)9 (07 09 29 0)9 (07 01 09 _3) } .

Par o espaco das colunas a situacdo ¢ andloga. O espaco das colunas é, como o
nome indica gerado pelas colunas:

{(0,0,0),(1,0,0),(0,2,0),(0,0,-3)}.



Podemos agora modificar este conjunto gerador de acordo com as consideracoes
acima. Fazendo isso e tendo em conta que o vector nulo pode sempre ser re-
movido sem qualquer prejuizo de um conjunto gerador, obtemos um segundo
conjunto gerador para EC(B), designadamente:

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)},
obtido suprimindo (0,0,0) e subsituindo (0,2,0) por (1/2)(0,2,0) e 0,0,—3) por
(—=1/3)(0,0, =3). Y

SoLugio (Do PROBLEMA 3.4).— Aresolucio do exercicio depende apenas da seguinte

observagdo: nos espacos V' = [K" saber se um vector b pertence oundoa Ly ({uy, ... u; })

pode sempre reduzir-se a saber se b pertence ou nio ao espago das colunas da ma-
triz A € K™ cujas colunas sio os vectores uy, ..., u,. Sabe-se, além disso, que a
resposta a questdo ¢ positiva sse o sistema Ax = b é possivel e, neste caso, qual-
quer solug@o do sistema fornece os coeficientes para uma combinacio linear da
uy, ... u; que coincide com b.
Feitas estas consideracdes prévias, resolvemos apenas as alineas b) e ¢).

b)

I 1 2|-1 1 1 2|-1

1 0 3/0(—-]0 -1 1|1

2 1 5|2 0 0 0}]-1
sendo o sistema impossivel, ou seja o vector dado ndo pertence ao espago das
colunas de B.

0)
1 -1 2|1 1 0 0]1/5
0 1 O0|0f—=|0 1 0| O
-1 2 3]1 0 0 1125

Desta vez o sistema ¢ possivel tem-se portanto que b pertence ao espago das co-
lunas de C e, além disso, como a soluc¢do do sistema é (1/5,0,2/5) tem-se que

b= %(1,0,—1) +0(=1,1,2) + %(2, 0,3).

Sorugio (DO PROBLEMA 3.5).— Ao resolver o sistema [A|b] obtém-se [A*|b*] em
escada de linhas. Se o sistema é determinado, isso significa que A* tem quatro
pivos. Assim car(A) = car(A™) = 4.

Como se tem car(A) = dim(EC(A)) = dim(EL(A)) concluimos que as colunas de
A sio linearmente independentes. Mas dim(R*) = 4 e quatro vectores linearmente
independentes num espaco de dimensio 4 geram essse espaco. |Z|

Sorugio (Do PrROBLEMA 3.6).— (a) Nio é porque o vector nulo nio pertence ao
conjunto.
(b) E. Uma expansio linear ¢ sempre um subespaco.

(c) Recorde-se que uma unido de subespagos é um subespago sse um dos espagos estd
contido no outro (caso em que a unido é o maior dos dois). Além disso, se um conjunto
de vectores estdo contido num subespaco, a respectiva expansdo linear também estd
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contida nesse subespago. Neste caso tem-se:
(1.0.1) € {(x.,2) €R? | x+y = 2}

logo, L3 ({(1,0,H}) C {(x,y,2) € R3|x+y=z) pelo que a unido em causa é um
subespaco, neste caso o subespaco {(x,y,z) € R® | x +y = z}.

(d) Recordando as observacdes da alinea precedente, temos que
(1L=1,0) & {(x,y,2) €R* | =x+ y+ 2 =0}

e, por outro lado, (1,1,0) € {(x,y,z) € R} | —=x + y + z = 0} mas, como este vector
ndo ¢ multiplo de (1,-1,0) tem-se

(1,-1,0) € Lrs({(1,0,H})

ou seja, nenhum dos subespacos estd contido no outro e, por isso, W nio é um
subespaco.

(e) A intersec¢do de dois subespacos é sempre um subespaco.

(f) Nas alineas (c),(d) e (), os conjuntos envolvidos na determinac¢io de W sio to-
dos subespacos lineares (ou sdo expansdes lineares ou nuicleos de matrizes [o leitor
deverd convencer-se deste facto]). No caso que estamos a considerar o segundo
conjunto nio é um subespaco, por isso nio podemos concluir imediatamente que
W é um subespaco. (Também nio se pode concluir imediatamente o contrério.
[O leitor deveré tentar fornecer um exemplo de dois conjuntos de vectores de R?
que nio sio subespacos de R? mas cuja intersec¢do é um subespaco. Ou até um
exemplo em que um deles é um subespaco, o outro ndo é mas a intersec¢io é um
subespaco.])

Aqui, o vector nulo ndo pertence ao segundo conjunto, logo nao pode perten-
cer a interseccdo. Assim, W nio ¢ um subespaco. |Z|

SoLugio (Do PROBLEMA 3.7).— Podemos recorrer aos seguintes factos:

nul(A) + car(4) = ndmero de colunas de A4;
car(A) = dim(EL(A)) = dim(EC(A));

car(A) = car(A");

onde nul(A) ¢ a nulidade de 4, i.e. a dimensio do nucleo de A. Observe-se que
se A € RP¥ entio AT € R?. Temos entio o seguinte: por [, nul(AT) = 3 o que
significa que car(AT) = car(A) = p— 3. Por II, 1 = dim(EL(A)) = car(A) = car(A").
Concluimos destas duas observacdes que p = 4. Finalmente por III, tem-se que
nul(A) = 4 e, como ja sabemos que car(A4) = 1, concluimos que ¢ = 5. A resposta
correcta é C). ZI

SoLugio (Do PROBLEMA 3.8).— (a) Temos que

W ={Q2y-3z,y,2) | y,z€ R} = Lps({(2,1,0),(=3,0, D)}).

Assim uma base ordenada de W pode ser B = ((2,1,0),(=3,0, 1)). A dimenséo de
W ¢, portanto, 2.
(b) E facil ver que as componentes do vector (1,2, 1) satisfazem a equacio que



caracteriza W e concluir que (1,2,1) € W. Tem-se que (1,2,1)5 = (a, p) sse
(1,2,1) = a(2,1,0) + f(=3,0, 1).
Ora a, f podem calcular-se, como habitualmente, resolvendo o sistema:

2 3|1 1 0|2
1 0|2|=(0 1]1
0 111 0 00

obtendo-se alpha=2e g =1. Ou seja: (1,2,1)5 = (2,1). %

Sorucio (Do PROBLEMA 3.9).— (a) Os elementos de W sdo as solucdes do sistema:
1 -1 2 -110 1 -1 2 —-1]0 1 0 -1 0
— —
-1 0 1 010 0 -1 3 -1]0 o -1 3 -1

W={xyzw €eR | x=zAy=3z—w}={(z,3z—w,z,w) | z,w € R}.

)

ou seja:

Separando varigveis:
(z,3z —w, z,w) = z(1,3,1,0) + w(0,—-1,0, 1).

Desta forma, ((1,3, 1,0), (0, —1,0, 1)) é uma base ordenada de W' (recorde-se que os
vectores que, como acima, s3o obtidos por separacdo de varidveis, sio linearmente
independentes).

(b) Podemos fazer tudo de uma sé vez. Se considerarmos o sistema

1 0|1
3 -11(2
1 0|1
0 1 |1

onde as duas primeiras colunas sdo os vectores da base de W e a coluna dos termos
independentes é o vector que estamos a tentar averiguar pertencer ou nio a W
entdo, ele pertencerda a W se e so se o sistema acima é possivel e a solucdo do
sistema fornecera os coeficientes da combinagdo linear que o permite obter a
partir dos vectores da base, ou seja, o seu vector de coordenadas.

Procedendo a eliminac¢io de Gauss:

1 0|1 1 01
3 =112 0 1]1
—

1 0 |1 0 0]0

0o 1|1 0 0]0
Ora, o sistema ¢ possivel, logo v € W e, além disso, v = (1, 1). M
SoLuGAo (DO PROBLEMA 3.10).— E importante recordar que se o conjunto {uy, ..., u; }
¢ linearmente independente e v ¢ L, ({uy,...,u;}) entdo {v,uy,...,u;} é linear-

mente independente. Por outro lado, se v # 0 entdo {v} ¢ linearmente indepen-
dente. Recordados estes factos, por (a), sabemos que o conjunto {v;, v, } é linear-
mente independente. Por (b) sabemos que é possivel obter O como uma combina-
c¢do linear de v, v,, v3 em que os coeficientes ndo sdo todos nulos, i.e. {v,v,,v3} é
linearmente dependente. Da alinea (c) concluimos que v, & Ly ({v,v,}) pelo que
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{v|,Vp,v4} é linearmente independente. O mesmo argumento, aplicado a alinea
(d) permite concluir que o conjunto {vy, v, v4, vs} é linearmente independente.
Resumindo, dim(Ly ({v}, vy, V4, Vs}) =4 € v3 € Ly ({v}, vy, V4, Vs}) logo,

Lv({V1,V2,V47V5}) = Lv({V1,V2,V3,V4,V5}) =W.

Assim dim(W) = 4. A opcio correcta é B). vl

Sorugio (Do PrROBLEMA 3.11).— O espaco W tem dimensao 3. Neste caso, {u;, u,, u;}
sera uma base de W se e s6 se for linearmente independente. Recorrendo a defi-
ni¢do de independéncia linear, vejamos em que condicdes se pode obter O como
combinacio linear de uy,u,,u;. Temos:
au; + apuy + azuy =0
S avi+ (Vi + V) +a3(vi+ vy +v3) =0
& (ap +ay + az)vy + (ay + az)vy, +azvy = 0.
Como, por hipoétese, {v,v,,v3} ¢ linearmente independente, a tltima igualdade
¢ equivalente a
ay+ay+a3=0
a+a3;=0
az; =0
que, como ¢ facil constatar, tem uma tnica solu¢io @; = a, = a3 = 0. Concluimos
assim que {u;,u,, u3} é linearmente independente. |Z|

SoLugio (Do PROBLEMA 3.12).— A conversdo de coordenadas de uma base para ou-
tra pode ser feita através das respectivas matrizes de mudanca de base. Neste caso
as matrizes Mp_p , Mp_p, € Mp_p, sio ficeis de escrever porque podemos facil-
mente determinar os vectores de coordenadas dos vectores de B; na base B. Por
exemplo, no caso de B;, temos que:

w+v=(1,1,0, @-vg=(1,-10), wg=(0,0,1).

Assim:
1 1 0 1 0 O 2 0 0
Mp p =|1 =1 Of Mg_g =1 1 1| Mg p=|01 1]
0 0 1 1 0 -1 0 1 -1

SoLugAo (Do PROBLEMA 3.13).— Faremos apelo s seguintes relacdes:

dim(Nuc(A)) + car(4) = numero de colunas de A
car(A) = dim(EL(A)) = dim(EC(A));

car(A) = car(AT).

Nas condi¢des do enunciado concluimos imediatamente que a dimensdo do nu-
cleo de A é 1. Assim a sua caracteristica, que coincide com as dimensoes dos
espacos das linhas e das colunas ¢ 3. Esta é também a caracteristica de AT e, como
AT tem 3 colunas, isso significa que a sua nulidade i.e., a dimensio do seu nicleo
é 0. Finalmente a dimensio dos espacos das linhas e das colunas de AT é também
3.



Desta forma, as afirmacdes correctas sdo a I e a Il e a opcdo correcta é a opcao

B). |

SoLugio (po PROBLEMA 3.13).— Podemos obter bases para os espacos S e U a par-
tir dos conjuntos geradores indicados. Podemos usar o método de eliminacio de
Gauss. Se colocarmos os vectores geradores como linhas de uma matriz e pro-
cedermos a eliminacio de Gauss, no final, as linhas nio nulas sio uma base do
espaco. Em alternativa as linhas iniciais que lhes correspondem tendo em conta
eventuais trocas de linhas também constituem uma base do espaco. De qualquer
forma a caracteristica da matriz indica a dimensao do espaco em questio. Come-
cando por S:

1 2 3 1 2 3

-3 7 1|-1]10 13 10

19 10 13 0 -7 11
Nizo ¢ necessario completar a eliminacdo de Gauss para constatar que a matriz
final ndo terd nenhuma linha de zeros (a terceira linha ndo é maltipla da segunda).
Assim a caracteristica da matriz é 3 que é também a dimensdo de S. No que
respeita a U e procedendo analogamente:

1 -11 =7 1 —-11 =7
-
4 =5 2 0 39 30

que tem caracteristica 2 logo dim(U) = 2.
Sabemos que U + S ¢ gerado pelo conjunto que resulta da unido dos conjuntos
geradores de U e S, ou seja,

U+ S =Lrs({(1,2,3),(-3,7,1),(19,10,-13), (1, -11,=7), (4, -5,2)}).

Poderiamos calcular a dimensao de U + S recorrendo ao procedimento anterior,
contudo algumas simples observacdes poupar-nos-ao célculos. Tem-se que U C
U+ScR3, pelo que dim(U) < dim(U + §) < dim(R?) = 3. No entanto j4 vimos
que dim(U) = 3. Assim temos que concluirque U =U +S =R’ e U S = S,
pelo que dim(U n §) = 2. A escolha acertada é entdo D). %]

Sorugio (Do PROBLEMA 3.15).— Podemos resolver o problema no espaco de coor-
denadas de R33 que é R°. Fixemos em R a base candnica B. Neste caso, se
A € R¥ entido o respectivo vector de coordenadas é

AB = (Al,l* A1,2’ A1,3’ A2,1’ A2,2’ A2,3’ A3,l’ A3,2’ A3,3)'

O espaco S é constituido pelas matrizes da forma:

a b ¢
0 ¢ d
0 0 f

onde a+c + f = 0. O correspondente subespaco de R consistindo nos vectores
de coordenadas dos elementos de .S é

S ={(a,b,c0,d,e0,0,/)eR’ |a+c+f=0}

ou seja, os vectores em S sdo da forma (—c — f,b,¢,0,d,e,0,0, f). Separando as
varidveis obtemos facilmente que dim(Sg) = 5 e assim dim(S) = 5. %
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Sorugio (Do PrOBLEMA 3.16).— Procedendo a elimina¢io de Gauss obtemos:
11 -1 11 -1
1 2 -2|-10 1 -1
1 2 =3 0 0 -1
Como car(4) = dim(EL(A)) = dim(EC(A)) e a caracteristica ¢ 3, as trés primeiras
afirmacdes sio verdadeiras. Note-se que quer o espaco das linhas quer o espago
das colunas de A sio subespacos de R?® que tem dimensio 3. Ora se U ¢ subespaco
de V e dim(U) =dim(V) entio U = V.
Observe-se que a matriz A ¢ invertivel (tem caracteristica méxima) e assim Au =
b equivale a u = A™'b pelo que o sistema tem uma tnica solugdo. Assim todas as
afirmacdes sio verdadeiras e a escolha certa é D). |

SoLugko (Do PROBLEMA 3.17).— Este é o problema classico em que temos um su-

bespaco apresentado como uma expansio linear e o queremos caracterizar através

de equacdes. Essas equagdes resultam das condi¢des que exprimem a existéncia
de solugdes para o sistema:

11 1 =2 -1

-1 0 -2 10 8

1 0 2 -10 -8

01 -1 8 7

1 -2 —-1|«x
-1 8 Tl x+y
y+z
0 0 O|—-x-y+w

S N e w
c o o~
O =

o

o

o

Pelo que concluimos que

S={(X,Y,Z,LU)ER4|y+z=0/\—x—y+w=0}_

SorugAo (Do PROBLEMA 3.18).— Basta recordar a definicio de vector de coordena-
das de um vector numa base: o vector de coordenadas de x numa base ordenada
B ¢ o vector x5 cujas componentes sao os coeficientes da combinagao linear dos
vectores de B que permitem obter x.

Assim:
(@) x =35,-1) = (1,-1)
(b) x =3(1,—-1,4) — (0,1,2) + (1,2,0). %

SoLugio (Do PROBLEMA 3.19).— Podemos determinar em que condicdes um vec-
tor genérico (x, y, z) pertence ao espago gerado por {vy, v,, v3}, ou seja, determinar
as condi¢des que as suas componentes devem satisfazer para que isso acontega.
Como se sabe isso equivale a saber sob que condi¢des o sistema seguinte é possi-

vel:

1 1 1
2 2 2
1 3 2

N X

Procedendo a eliminacio de Gauss:

1 1 1|x 1 1 1]|x

2 2 2 yl=]0 2 1|-x+z

1 3 2|z 0 0 O|—-x+y
ou seja, um vector (x, y, z) € Lp3({vy, V5, v3}) se e sé se x = y. Pelo que a resposta
correcta é a D). |



SorugAo (Do PROBLEMA 3.20).— Basta colocar os vectores como linhas (ou colu-
nas) de uma matriz e determinar a respectiva caracteristica. ZI

SoLugio (Do PROBLEMA 3.21).— ¥ é de facto um subespaco de R? de facto é o ni-
cleo da matriz A = [2 1 — 1], assim (a) é falsa. Para constituirem uma base de V
o0s vectores tém que pertencer a V, gerar V e serem linearmente independentes.
Ora a primeira condi¢do falha para o conjunto indicado na alinea (b) (o vector
(1,2,0) ¢ V) assim, (b) é falsa. Pela mesma razdo (c) é falsa. Finalmente, na alinea
(d) constata-se que os vectores sio elementos de V e, como V tem dimensio 2
(recorde-se que ¢ o nicleo de uma matriz com trés colunas que tem caracteristica
1) para ver se o conjunto indicado é uma base basta verificar se é linearmente
independente. Ora isso ¢ verdade porque nenhum dos vectores é mdultiplo do
outro assim (d) é verdadeira. %

SoLuGio (Do PROBLEMA3.22).— Sabemos que dim(Nuc(A)) = 2, além disso, Nuc(A) C
R* pelo que a matriz tem 4 colunas. Desta forma a caracteristica de A é 2. Um

vector (x, y, z, w) € elemento do nuicleo de A se e s6 se o sistema

—_ N O~
S N o= ox

1
1
0
0

¢ possivel. Procedendo a eliminagio de Gauss:

1 1|x 1 1|x
1 0]y 0 1|x—-y
-
0 2|z 0 0| 2x+2y+z
0 1 |w 0 0|x—y+w

Concluimos assim que:
Nuc(A) = {(x,y,z,w) | 2x+2y+z=0Ax—y+w =0}
={(x,yz,w) | x+w=yAz=-2w).
constatando-se assim que as afirmacdes (a) e (d) sdo falsas. As tnicas afirmagdes
correctas sio assim as afirmacdes (b) e (c) e a op¢io correcta é a D). |

SoLugio (Do PROBLEMA 3.23).— (a) Como a soma das dimensdes do espaco das co-
lunas e do nucleo iguala o ntimero de colunas. Se o espaco das colunas nio é R*
tem dimensdo menor que 4 e assim a dimensao do nucleo é > 1, pelo que pode-

mos afirmar que o nucleo nio e trivial.

(b) Neste caso é dimensdo do nucleo é pelo menos 1, pelo que o espaco das colu-
nas é um subespaco proprio de R*.

(c) Neste caso a caracteristica de A ¢ 4 pelo que o sistema serd sempre possivel e
determinado. (Como A é invertivel, a tinica solucio de Ax =b é x = A~'b.

(d) Como Nuc(A) = {0} implica que dim(Nuc(A)) = 0, resulta que EC(4) = R* e

estamos na situacdo de poder concluir como na alinea anterior. %

SoLugio (Do PROBLEMA 3.24).— (a) O numero de linhas linearmente independen-
tes de linhas na matriz deve ser 2 a ideia é portanto considerar dois vectores de
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R* linearmente independentes e colocé-los por exemplo como as duas primeiras
linhas da matriz (embora seja indiferente as posi¢des que ocupem) e depois acres-
centar uma terceira linha que seja uma combinacio linear das outras duas (pode
por exemplo ser uma linha nula. Assim, duas possiveis hipéteses sio:

1 0 0O 1 000
A=(0 1 0 0] ou A=|0 1 0 Of
00 00 1 1 00

(b) Atendendo a que a nulidade de A (a dimenséo do nucleo) somada com a carac-
teristica de A iguala o nimero de colunas de A, para que a nulidade de A € R¥<
seja 2 a respectiva caracteristica tem que ser 1. A dimensio do espaco das colunas
(ou das linhas) tem entdo que ser 1. As seguintes matrizes sdo exemplos possiveis:

1 00 111
Aot ool o] 2 2
1 00 33 3
000 4 4 4

(c) Neste caso, dois dos vectores devem ser linearmente independentes e o ter-

ceiro uma combinacio linear desses dois. Assim, uma possivel solugio é:
{(1,0,0,0),(0,0,0,1),(2,0,0,3)}

onde o terceiro vector é 2(1, 0,0, 0)+3(0,0, 0, 1) e os dois primeiros sdo linearmente
independentes pois nenhum deles ¢ multiplo do outro. %

SoLugko (DO PROBLEMA 3.25).— Sabe-se que se um sistema Ax = b é possivel entio
a sua solucdo geral é da forma x, + Nuc(A4), onde x, é uma das solucdes (uma
solucio particular) do sistema Ax = b.'®
Sabendo que as solugdes do sistema homogéneo associado Ax = 0 constituem
exactamente o nucleo da matriz A temos que as solu¢des do sistema sdo exacta-
mente os vectores em
(1,3.2) +{(x,y.2) | x = y — 4z}
=(1,3,2)+{(y-4z,y,2) | y.ze R}
=(1,3,2) + Lps({(1,1,0),(-4,0,1)})

ou seja, as solucdes do sistema sio da forma:

(1,3,2) + a(1,1,0) + f(—4,0, 1), a,peR.

SoLugio (Do PROBLEMA 3.26).— Podemos resolver o problema considerando coor-
denadas. Fixando a base canénica, B, no espaco R¥>?,'9 temos que para o vector
de coordenadas de uma matriz A na base B ¢

Ap=(A11,A12, 421, Ar)).

Trasportando o problema para o espaco de coordenadas, R*, queremos saber de
que forma X se escreve como combinacio linear de Ry, Sg, Tp. Isso pode fazer-
se resolvendo o sistema:

2 1 315 1 0 0 3
1 -1 219 0 1 0|4
—

0 0 0]O0 0 0 1] 1
4 3 5|5 0 0 0] O

8 Recorde-se que se x, é um vector e
U é um conjunto de vectores entdo,
Xo + U denota o conjunto cujos
elementos sao todas as somas da
forma xy +uem queu e U ie,

X+ U ={xg+uluelU}.

" Recorde-se que a base canénica de
R ¢ a base ordenada

(E(l’]),E(I'z),E(z‘l),E(z’z)),

onde E@/) ¢ a matriz cuja entrada
(i,j) é 1 e as restantes sdo nulas.



Temos assim que, Xz = 3Rp — 4S5 + T. Mas nestas condi¢des também se tem
(Xp)B =3(Rp)® - 4(Sp)? + (Tp)B, ou seja

X =3R-4S5+T.

SoLuGko (DO PROBLEMA 3.27).— Mais uma vez podemos transportar a questio para
o espaco de coordenadas. Fixando em R,[x] a base canénica B = (1, x, x%), tem.se
que o vector de coordenadas de um polinémio a + bx + cx? é

(a+ bx + cxz)B =(a,b,c) € R>.

Em termos de vectores de coordenadas o problema converte-se entdo em saber
como podemos escrever (=5 + 19x — 8x%); como combinacio linear dos vecto-
res 3x — xz)B, 2+4x - xz)B e(l—x+ 3x2)B, ou seja, como podemos escrever
(=5,19,-8) como combinacio linear de (0,3,-1), (2,4,—1) e (1,-1,3). Como es-
tamos agora em R? a resolucio deste problema corresponde a obter uma solugio
para o sistema:

0 2 1]-5 30 028

3 4 —-1|19|-]0 3 0|-7

-1 -1 3-8 0 0 3|-1

Tem-se entdo que

(=5 + 19x — 8x%), = 23—8(3x — )y %(2 +dx—xD), - %(1 —x+3:3),

Desta forma também se tem:

28 7 1
-5+ 19x — 8x% = ?pl(x) - gpg(x) - §p3(x)-

Sorugio (Do PRONLEMA 3.28).— Fixando a base canénica B = (1,7,1%) de R,[f] po-
demos resolver o problema correspondente no espaco de coordenadas (R?). As-
sim pretendemos ver quais dos conjuntos (P))g, (P,)g, (P3)g € (P)g constituem
bases de R,[¢].

Podemos desde logo descartar o conjunto P; pois o nimero minimo de vecto-
res que é necessario para gerar R,[r] é 3. Assim P; ndo pode ser base. Conside-
remos entio (P,)g, (P3)p € (Py)g. Como habitualmente, colocaremos os vectores
como linhas (ou colunas) de uma matriz. Se a caracteristica dessa matriz for trés
entdo estaremos perante 3 vectores linearmente independentes num espaco de
dimensdo 3 e podemos concluir que sio base. Caso contrario serdo linearmente
dependentes e ndo podem ser uma base.

Comecemos por notar que se tem (p; (1)) g = (1,0,0), (p, (1)) g = (1,0, =1), (p3() g
(1,1,=2) e (p4(1))g = (0,1,—1). Para (P,)p tem-se (colocando os vectores por li-
nhas):

1 0 O 1 0 O
1 0 -1]=-(0 1 -2
I 1 =2 0 0 -1
que tem caracteristica 3, logo (P,) é base de R® e assim P, é base de R,[#].
Para (P3)p:
1 0 -1 1 0 -1
1 1 =2|1-]0 1 -1
01 -1 00 O
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Que tem caracteristica 2 e assim concluimos que P; nio é base de R,[1].
Finalmente, (P,)p:

1 0 O 1 0 O
1 0 -1|—-]0 1 -1
01 -1 0 0 -1

que também tem caracteristica 3, pelo que P, também ¢é base de R,[¢]. A resposta
correcta é assim a C). ZI

SoLucko (Do PROBLEMA 3.29).— Fixando a base canénica, B, em R?*? o problema
resume-se a conhecer a dimensio de

LR4({RB’ST’TB}) = LR4({(1’ 17 _1’9)’(1’2’ _2’ 1)7 (17 _17 17 1)})9
e de saber se Ay € Lpa({Rp, S, Tg}), ou seja de saber se
(1707 _17 1) € LR4({(17 1’ _17 9)9(1125 _2’ 1)7(17 _1’ 1’ 1)})

Podemos resolver o problema, respondendo de uma s6 vez as duas questoes. Para
responder a segunda questdo temos que ver se o sistema

1 1 1 1
1 2 -1 0
-1 =2 1] -1
9 1 1 1

¢ possivel. Fazendo a elimina¢do de Gauss:
1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 -1 0 01 -2|-1
—
-1 -2 1|-1 00 8| O
9 1 1 1 00 0]-1
concluimos entio que o sistema é impossivel ou seja Ag € Lrs({Rp, S7.Tg}) €
assim também se tem que A & Lp2e({R,S,T}). Mas também podemos constatar
que a caracteristica da matriz cujas colunas sio Rg, Sp,Tj ¢ trés, ou seja estes

vectores sao linearmente independentes e
dim(Lgs({Rp, S7,Tp})) = 3.
Entdo, também se tem que
dim(Lp2x2({R, S,T})) =3.

A resposta correcta ¢ entdo a D). |

SoLucio (Do PROBLEMA ??).— As equagdes que caracterizam S sdo as que caracte-
rizam o facto de o sistema:

1 0 I 0 x
0 1 0O 1|y
-1 0 -2 1] z
0 -1 -1 0w



ser possivel. Procedendo a eliminacio de Gauss:

1 0 1 0] «x 1 0 1 0]x
0 1 0 1]y . 0 1 0 1]y
-1 0 -2 1| z 0 0 -1 1|x+z
0 -1 -1 0w 00 0 O0|—x+y—z+w

Ou seja,

S={xyzw R —x+y—z+w=0}.

A opcio correcta é entdo a B), pois as equacdes lineares —x + y—z+w = 0 e
x —y+z—w = 0 sdo equivalentes. |Z|

Sorugio (Do PrOBLEMA 3.31).— (a) Dado que podemos escolher uma base orde-
nada, escolhemos naturalmente a base canénica B = (1,1,1%) ja que ¢ aquela em
que ¢ trivial calcular vectores de coordenadas. Tem-se:

A=A+ =(1-1p=(1,0,-1).

(b) O conjunto em questio ndo pode ser uma base de S porque, sendo S um
subespaco de dimensdo 3 a sua dimensdo nio pode exceder 3. O conjunto de
vectores dado tem 4 vectores logo é forcosamente linearmente dependente. Para
encontrar uma base de .S mais vale pensar em termos de coordenadas e encontrar
uma base de S (onde B continua a ser a base canénica de R,[¢]).
Tem-se Sp = Lp3({(1,-2,0),(1,0,1),(1,2,-3),(0,0,1)}). Colocando os vectores
geradores como colunas de uma matriz e procedendo a eliminac¢do de Gauss:
1 1 1 O 1 1 1 0
-2 0 2 0]—-j0 1 2 O
0 1 =31 0 0 =51
Como os pivos se encontram nas trés primeiras colunas do resultado da elimina-
cdo de Gauss, as trés primeiras colunas da matriz original constituem uma base

do seu espaco de colunas, ou seja de .Sp. Assim,
1,-2,0),(1,0,1),(1,2,-3))

¢ uma base ordenada de Sj e, desta forma,
(1=202141%,1+2t—31%)

¢ uma base ordenada de S.

(c) Continuando a considerar B a base candnica e denotando por B a base da
alinea precedente temos que (5 + %)z = (5,0, 1). A matriz de mudanca da base B
para a base B é

1 1 1
Mg p=M,! . =|-2 0 2
0 1 -3
e assim 1
1 1 1775
G+Hz=|-2 0 2 .
0o 1 =3] |1

(d) O polinémio nulo satisfaz a condi¢do pelo que pertence a W. Por outro lado,
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sep,g € Wea,p€R entio,
(ap + fq)(0) = ap(0) + fq(0) =0,

pelo que ap + pg € W, ou seja, W é fechado para combinacdes lineares. Conclui-
mos assim que W ¢ um subespaco de R,[1].

Temos que a + bt + ct> € W sse (a + bt + c1)(0) = 0 ou seja, sse a = 0. Tem-se
entdo que:

W = {bt +ci* | b,c € R} = L 5 ({1,°}).

Ora o conjunto {t,#*} é linearmente independente (os polinémios nio tém o
mesmo grau, logo nenhum deles é multiplo do outro) e assim {#,7*} é uma base
de W. Conclui-se assim que dim(W) = 2. vl

SoLuGio (Do PROBLEMA 3.32).— (a) Os polindémios em questio sdo da forma:
ag — agt + ayt* + ast> + agt* + ast® = ag(1 — 1) + ayt* + ast> + agt* + ast
op que significa que o conjunto em questdo é
2.3 4 5
LRS[tJ({l _tvt 7t 7t 7t })

e é por isso um subespaco de Rs][7]. Por outro lado, o conjunto {1—¢,72,£3,*,1°} é
linearmente independente porque os polinémios tém todos grau diferente. Assim,
(1-1,7%,7,1*,) é uma base e a dimenséo daqueles subespaco ¢ 4.

(b) Nao é subespaco porque a soma de duas matrizes invertiveis ndo tem que ser

vo|l |- ool _foo
0 1 0 -1f o ol
(c) Nao é subespaco porque nio é fechado para a multiplicacio por escalar e.g.,

1 € W mas \/51] gw.
(d) Uma expansio linear é sempre um subespaco resta ver se o conjunto gerador

invertivel e.g.

¢ ou nio linearmente independente. Vejamos em que condi¢des se pode ter:
a(cos? 1) + (cos 2) + 5(sin® 1) = 0.

Observe-se que na igualdade acima o que se quer dizer é que o lado esquerdo
da igualdade coincide com a funcdo nula, ou se se quiser que o lado esquerdo é
nulo para qualquer valor de ¢. Dito isto, o lado esquerdo tem que se anular, em
particular, parat=0,t=n/4d et =r/2,0u seja, tem que se ter:

a+p=0 (com t = 0)
a(1/2) +6(1/2) =0 (com t = 7/4)
=0 (comt = z/2)

Ora o sistema acima implica que a = = 6 = 0, concluindo-se que o conjunto é
linearmente independente e, por isso é uma base. A dimensio ¢é 3. |

SoLuGAo (DOPROBLEMA 3.33).— Para concluir que a soma é directa basta verificar

se a intersec¢do dos dois subespacos é {0}. As diferentes alineas sao semelhantes

consideraremos portanto a resolu¢do de uma delas, neste caso a alinea (c).
Tem-se que

W ={(w,y,2y,w) | y,we R} = Lrs({(1,0,0,1),(0,1,2,0)})



e a dimensdo de W é 2. Desta forma
U+ W = Lrs({(0,0,1,0),(-2,0,0,-2),(1,0,0,1),(0,1,2,0)}).

Para encontrar uma base deste espago, consideramos uma matriz cujas linhas sio

estes vectores geradores e procedemos a eliminacdo de Gauss:

1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 2 0 01 20
—

0O 0 1 0 00 10

-2 0 0 -2 0O 0 0 O

Uma base de U+ W é entdo {(1,0,0,1),(0,1,2,0),(0,0,1,0)} e U+ W tem dimensio
3. Para determinar U n W é mais conveniente apresentar ambos os espacos por
equacdes. Esse tipo de apresentacio estd disponivel para W e, para U:

0 -2 | x 1 0|z
0 0| vy 0 -2 |x
-

1 0| z 0 0 - X

0 -2 |w 0 Oy
pelo que:

U={xyz,w)|w-x=0Ay=0}

e assim,

UnW ={(x,y9,z,w) | y=0Ax+2y—z—w=0Ax—-w =0}
(uma das equagdes estava repetida e foi suprimida). Concluimos entio que:
UnW ={w,0,0,w) | weR}=Lrs({(1,0,0,1)})
concluimos assim que dim(U n W) = 1. ZI

Sorugio (Do PROBLEMA 3.34).— Denotando por B, a base canénica de R? tem-se

que

2 3 2 3|

Mp = l_z A , peloque My _p = l_z 4] ,
-1

2 3 2

-2 4 2|

SoLugio (Do PROBLEMA 3.35).— (a) Denotando por B, a base canénica de R, a

€ assim

Wp =

matriz pretendida é:

2 -1 1
Mg p =M3' =1 1 1
o 1 1
(b) Tem-se:
-1
2 -1 1
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SoLugio (Do PROBLEMA 3.36).— Basta saber como é que v se escreve como combi-
nacio linear dos vectores da base B e, para isso, basta resolver o sistema:

1 1 1|1
0 1 12}
1 0 1|3

A respectiva solugdo (—1,-2,4) ¢ entdo o vector de coordenadas de v na base B.[]

SoLugio (Do PrROBLEMA 3.37).— Fixando a base canénica B em R?*? podemos con-
verter o problema num problema acerca de vectores de coordenadas.
Tem-se que

Sp=Lrs({(1,1,0,1),(1,1,0,-1),(1,1,2, )})

Para responder a questdo inicial basta agora determinar se se tem (M,)p € S,
para i = 1,2,3,4. Trata-se de saber da possibilidade de quatro sistemas em que a
matriz dos coeficientes é sempre a mesma e, por isso podemos aborda-los todos
numa mesma eliminacio de Gauss:

1 1 1 1 1103 1 1 1 1 110 3
1 1 1|-1|-1]0]3 0 -2 0 1 112] -2
0 0 2 1 21112 ” 0 0 2 1 211 2
1 -1 1 21 2)2]1 1 0 0|-2|-2|0] O

assim, o sistema s6 ¢ possivel para (M) e (M,)g. Retomando o problema origi-
nal, os vectores que nao pertencem a S sio M; e M, ¥

Sorucio (Do PROBLEMA 3.38).— Uma vez que temos os v's escritos como combi-
nacoes lineares dos u’s tem-se que %e facil escrever a matriz de mudanca da base
B’ para a base B. Tem-se

(Vpp =@ +uy —u3)p = (1, 1,-1

(v2)p = (u; —uy)p = (1,-1,0)

(v3)p = (u; —uz)p = (1,0, -1).

Assim:
1 1 1
Mg p=|1 -1 0
-1 0 -1
A matriz My, _p ¢ a inversa da que acabamos de calcular. %

Sorugio (Do PROBLEMA 3.39).— Denotando por B, a base candnica de R,[7] tem-
se que:

1 0 1
MBC(—BZ —1 0 1
0 1 1

desta forma,

Q=31+ =Mp_p2-3t+1")p =My ,2-31+1")p

ou seja,

Q-3t+)p=|-1 0 1| [-3]
o 1 1] [1



SoLuGAo (DO PROBLEMA 3.40).— Temos que:

1 0 1 1 0 1
MBZ(_BI = —1 1 1 € M324—33 == 1 1 0
1 -1 0 -1 1 1
Desta forma: |
1 0 1
MB3<—B2 = Ml;21<—B3 = 1 1 0
-1 1 1
€ 1
1 0 1 1 0 1
Mp . p =Mp . pMp.p =1 1 0f |-1 1 1f
-1 1 1 1 -1 0

Para responder a alinea (b), para calcular v; nio ha grandes contas a fazer ja
que v esta escrito como combinacio linear dos vectores da base B; e tem-se que
vg, =(2,5,-3). Quanto aos outros vectores de coordenadas:

v, =Mp Vg € Vp, =Mp pVp.
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.41).—
SOLUGAO (DO PROBLEMA 3.42).—
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.43).—
SOLUGAO (DO PROBLEMA 3.44).—
SOLUGAO (DO PROBLEMA 3.45).—
SoLUGEO (DO PROBLEMA 3.46).—
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.47).—
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.48).—
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.49).—
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.50).—
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.51).—
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.52).—
SoLUGEO (DO PROBLEMA 3.53).—
SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.54).—

SoLUGAO (DO PROBLEMA 3.55).—
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