Semanas 10-11
Transformacoes lineares

As sec¢des marcadas com um asterisco (¥) sdo seccdes contendo topicos
complementares, mais avancados, e ndo serdo leccionados no curso nem
serdo alvo de avaliacio.

4.1 DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

DEFINIGAO 4.1 (TRANSFORMAGAO LINEAR).— Sejam U e V espagos lineares sobre K.
Uma funggo T : U — V ¢é uma transformacio linear ou um homomorfismo se,
dados vectores u,v € U e escalares a, f € KK se tem:

T(au+ pv) =aT () + T (v).

O conjunto das transformagoes lineares T : U — V denota-se Hom(U, V).
O espago U diz-se o dominio de T ou espaco de partida e denota-se dom(T')
enquanto que V' se designa de espaco de chegada.

LeMa 4.2.— Sejam U e V espagos lineares sobre K. Uma funcdo T : U — V é uma
transformacao linear sse, dados u, ..., u, € U e escalares ay, ... ,a, € K se tem:
T((Xlul + -+ anun) = alT(ul) + -+ anT(un).

DemoNsTRAGAO.— A demonstragdo é uma simples indu¢do no nimero de termos
da combinacio linear. |

Resulta imediatamente da definicdo que se T : U — V é uma transformacio li-
near entio T(0) = 0 e T(—u) = =T (u).!

DEFINIGAO 4.3.— Seja V' um espago linear sobre [K.
(1) Uma transformagdo linear T : V — V diz-se um operador linear em V ou
um endomorfismo de V. O conjunto destes operadores denota-se Hom(V).?

(2) Uma transformagdo linear T : V — K designa-se de funcional linear em V.
O conjunto de todos os funcionais lineares em V' designa-se de espaco dual de
V e denota-se V*.3

' De facto, T(0) = T(00) = 0T (0) =
0eT(—w)=T({(-Dw) = (DT () =
—T(u).

> De acordo com a definicdo tem-se
que Hom(V') = Hom(V, V).

3Ou seja, V* = Hom(V, K).



DEFINIGAO 4.4.—

(1) Uma transformagdo linear injectiva* diz-se um monomorfismo.

(2) Uma transformagdo linear sobrejectiva® diz-se um epimorfismo.

(3) Uma transformagdo linear bijectiva6 diz-se um isomorfismo.

(4) Um endomorfismo que é um isomorfismo, diz-se um automorfismo.
DEFINIGRO 4.5.— Seja T : U — V uma transformagdo linear. O nucleo de T, que
se denota por Nuc(T') é definido por:

Nuc(T) = {ue U | T(u) = 0}.
A imagem de T que se denota por Im(T') é o conjunto definido por:
Im(T):={veV | @QuelU)Tu=v}={Tw|ueU}.

TeOREMA 4.6.— SejaT : U — V uma transformagdo linear. Tem-se que, Nuc(T') é
um subespago de U e Im(T') € um subespaco de V.

DemoNsTRAGAO.— Ver apéndice 4.A. |

TeOREMA 4.7.— Seja T : U — V uma transformagdo linear. Tem-se:

(1) T éinjectiva (um monomorfimo) se e s6 se Nuc(T) = {0}.

(2) T é sobrejectiva (um epimorfismo) se e s6 se V- = Im(T).
DemoNsTRAGAO.— Ver apéndice 4.A. %

Exempro 1.— Consideremos o espaco linear real das funcdes reais de variavel real
que possuem derivadas de todas as ordens em R, que denotamos por € (R). A
tuncdo D : €*(R) — € (R) que associa a cada funcio f € € (R) arespectiva
derivada, f’, é uma transformacio linear.”

Exempro 2.— Seja €[0, 1] o espaco linear das funcdes continuas em [0,1]. A
funcio T : €[0,1] — R definida por

b
() ==/ f@dt,

¢ um funcional linear.®

Exempro 3.— Seja A € K™, A funcio T, : K" — K" definida por
T,(x) = AX,

¢ uma transformacao linear. Além disso tem-se que Nuc(T'y) = Nuc(A) e Im(Ty) =
EC(A). A linearidade T4 decorre imediatamente das propriedades da algebra de
matrizes. Com efeito:

T (ax + py) = aA(ax + fy) = aAx + Ay = aT 4, (X) + T 4(y).

Por outro lado tem-se que x € Nuc(T4) se e s6 se T4(x) = 0, ou seja, se e s6 se
Ax = 0 que é o mesmo que dizer que x € Nuc(A).

+Uma funcio f é injectiva se f(x) =
f)=>x=y.

5Uma func¢io f : A — B é sobre-
jectiva se para qualquer y € B existe
x € Atal que f(x) = y.

% Ou seja, injectiva e sobrejectiva.

7 Com efeito o operador de derivacao
possui a seguinte propriedade:

af +8) =af" +pg.

8 Basta recorrer a seguinte proprie-
dade do integral:
[la SO+ peto)dr =
af f@ydi+B [ gt)dt.



Quanto a Im(7). Tem-se que y € Im(T'4) se e s6 se existe x tal que Ty(x) =y
ou seja, se e s6 se AX = y. Recordemos neste ponto que se tem Ax =y sse y
¢ a combinacio linear das colunas de A que usa como coeficientes as entradas
da coluna x. Assim, concluimos que y € Im(T) se e s6 se y € EC(A), ou seja
Im(T ) = EC(A).

TeOREMA 4.8.— Sejam U,V e W espagos lineares sobre K. Tem-se:

(1) Os conjuntos Hom(U, V') com as operagdes usuais de adi¢do de fungdes e de
multiplicagdo de uma fung¢do por um escalar sdo espagos lineares sobre K.

(2) Dadas transformagaes lineares S € Hom(U,V)e T € Hom(V, W) a compo-
sigdo T o S que denotamos simplesmente por T .S é uma transformagdo linear
deUemW,ie. TS € Hom(U, W).

(3) Se T € Hom(U, V') € um isomorfismo entdo, a fungdo inversa, T_l, é uma
transformacgdo linear i.e., T~! € Hom(V, U).

(4) Tomando como multiplicagdo, a composigdo de fungdes, o espago linear Hom(V')
¢ uma dlgebra.®

O resultado seguinte é de grande importincia no contexto das transformacoes
lineares. Ele estabelece que podemos definir uma transformacao linear, essenci-
almente definindo as imagens dos vectores de uma qualquer base que se fixe no
espaco de partida.

TEOREMA 4.9.— Sejam U e V espagos lineares sobre K e seja f uma base de U. Dada
uma qualquer fungdo f : B — V existe transformagdo linear T, € Hom(U, V') que
€ tinica e que, para qualquer u € B satisfaz T;(u) = f(u). A transformacdo T é
definida de acordo com o seguinte:

Tf< 2 auu) = Z ay f(u). (4.1)

uep uep

4.2 EsSPACOS ISOMORFOS

DEFINIGAO 4.10 (ESPAGOS ISOMORFOS).— Sejam U,V espagos lineares sobre K. Di-
zemos que U e V sdo isomorfos e escreve-se U =y V' se existe um isomorfismo
T:U->YV.

A nogio de isomorfismo ¢ muito importante. Essencialmente, espacos isomorfos
sdo equivalentes e, se existe um isomorfismo entre dois espacos entio, vectores
que se correspondam através do isomorfismo possuem as mesmas propriedades.

LEMA 4.11.— Sejam U,V e W espagos lineares sobre [K. Tem-se:
(0 U= U;
(2) Uz Vseesése V x U;
(3) seU x VeV x W entdo, U = W.

TEOREMA 4.12 (INVARIANCIA DIMENSIONAL).— Espagos isomorfos tém a mesma dimen-
sdo i.e., Se U = V entdo, dim(U) = dim(V).

% Ou seja que é um espago linear e,
além disso, T(S + R) = TS + TR,
(8 +T)R = SR + TR, existe um
endomorfismo que denotamos por
T:V >VtlqueTl=1T=Te
S(T'R) = (ST)R.



A reciproca do resultado anterior também ¢ verdadeira. Mais que isso, todos os
espacos lineares sobre K, de dimensdo n, sio a menos de isomorfismo o espago
K"

TEOREMA 4.13.— Se V' € um espago linear sobre K e dim(V') = n entdo, V' = K".

CoRrOLARIO 4.13.1.— Se U, V' sdo espagos lineares sobre K e dim(U') = dim(}") entdo,
U V.

Das demonstra¢des dos dois teoremas precedentes decorre imediatamente que
uma transformacio linear T : U — V é um isomorfismo se e sé se transforma
bases em bases."®

DEFINIGAO 4.14.— Se T : U — V ¢é linear e X C U denotamos por T(X) o
conjunto:

TX)={Tx)|xe X},
ou seja, T'(X) consiste nas imagens dos elementos do conjunto X. (Face a esta notagdo

tem-se Im(T) = T'(U).)

Como ja referimos, um isomorfismo 7' : U — V entre dois espacos, U e V' evi-
dencia uma equivaléncia estrutural entre os dois espaco. Essencialmente qualquer
questdo de algebra linear num dos espagos pode ser transferida para o outro, ai
resolvida, podendo finalmente essa solu¢do ser convertida numa solu¢do no es-
paco inicial, através do isomorfismo. O resultado seguinte resume alguns factos
que ilustram esta situacdo, factos esses que ja foram estabelecidos na sequéncia
das demonstragdes dos teoremas imediatamente precedentes.

TEOREMA 4.15.— Suponhamos que T : U — V é um isomorfismo. Tem-se:

(I) T(LU({X] LRI Xn })) = LV({T(X])’ ey T(xn)})’
(2) X c U é linearmente independente se e sé se T(X) C V € linearmente inde-
pendente.

(3) X geraU seesdseT(X)geraV;
(4) X é uma base de U se e sé se T(X) é uma base de V.

TeOREMA 4.16.— Consideremos uma transformagdo linear T : U — V. Tem-se:

(1) Se U = Nuc(T) @ W (ou seja se W é um complemento de Nuc(T') em U)
entdo W =4 Im(T).

(2) dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)) = dim(U).

COROLARIO 4.16.1.— Se T : U — V ¢ linear e dim(U) = dim(V') entdo T ¢é injec-
tiva se e so se é sobrejectiva (e entdo, se e sd se € bijectiva).

4.3 REPRESENTAQAO MATRICIAL DE TRANSFORMA(;@ES LINEARES

Comecamos por recordar alguns factos ja mencionados aquando a definicdo de
base ordenada de um espaco linear. Consideremos um espaco linear, V, sobre K,

' Ou, de forma totalmente equiva-
lente, se transforma uma dada base
numa base.



onde dim(}V') = n. Fixemos uma base ordenada de V, digamos g = (v, ..., Vv,)
(onde, paracadai =1,...,nsetemv; € V). Cadavector v € V pode escrever-se
de forma tnica como combinacio linear dos vectores da base B i.e., existe uma
unica sequéncia de escalares (ay, ..., a,) € K" tal que

v=avi+ - +aq,v,.

O vector vg = (ay, ..., a,) designa-se de vector de coordenadas de v na base p.

Do mesmo modo, qualquer vector (fy, ..., f,) € K" determina univocamente,
relativamente a base ordenada B, um vector de V', que se denota (f, ... ,ﬁn)ﬁ e
que se define:

Biseos BIP = Biyvy+ -+ BV,

TEOREMA 4.17.— Sejam, V um espaco linear sobre K de dimensdone p = (vy,...,V,)
uma base ordenada de V. Tem-se:

(1) A transformagdo linear Tg : V — K" definida através da relagdo Tg(x) = x4
€ um isomorfismo.

2) Atransformacdo linear T? : K" — V definida por T?(ay, ..., a,) = (a1, ..., a,)
p 1 n 1 n

€ um isomorfismo.
(3 T pe T# sdo inversas uma da outra; em particular tem-se que:

Ty(TP(ay,....0,) = (ay. ... a,)

TA(Ty(x)) = x.

O resultado anterior é, do ponto de vista pratico particularmente relevante: uma
vez que possuimos algoritmos em K" para e.g., determinar dimensdes, obter bases
ou verificar a independéncia ou dependéncia linear, estes isomorfismos permitem
transportar este tipo de problemas para K", via coordenadas, e recorrer a esses
algoritmos para os resolver. [lustramos esta situacao no exemplo seguinte.

ExempLo 4.— Fixemos o espaco R3[x] dos polindmios reais na variavel x com
grau < 3. Consideremos o subespaco

U = LR3[X]({x -2 x+ x>+ x3,x=x)).
Qual a dimensio de U?
Fixemos a base canonica ordenada de Rs[x], ou seja a base B = (1,x, X2, x°).
Observe-se que em R;[x] se tem que o vector (polinémio) a + bx + cx? + dx> se
pode escrever como combinagio linear dos vectores na base B da seguinte forma:
a+ bx +cx* +dx> =a-1+b-x+c-x2+d-x3,

ou seja tem-se que: a + bx + ex?+ dxz)B =(a,b,c,d) € R* e, na outra direccio,
(a,b,c,d)® = a+ bx + cx* + dx* € R4[x].

Podemos usar os isomorfismos acima para dar resposta a questdo. A estratégia
nestes casos é a de passar o problema para os espagos de coordenadas. Isto é feito da
seguinte forma: o isomorfismo converte o subespaco U de R;[x] no subespago

B



Up = Lps({(x — xz)B, (x+ x? - x3)B, (x — x3)B}), ou seja no subespaco
Ug = Lp4({(0,1,-1,0),(0,1,1,-1),(0,1,0,=1)}).

Podemos agora determinar uma base deste espaco (e a respectiva dimensdo) em
R*. Recorremos ao tradicional algoritmo. Colocamos estes vectores como linhas
de uma matriz e procedemos a elimina¢io de Gauss:

_ —Li+Ly,~ L, _ _
0 1 1 0 LitLaoLs 0 1 1 0 Lo, 0 1 1 O LIyl 0
o011 -1\——>JjO0O 0 2 Of——OO0O 1 -—-1|———>51|0
01 0 -1 0O 0 1 -1 00 2 O 0

que se encontra em escada de linhas exibindo 3 linhas ndo nulas que sdo entdo
uma base do espaco das linhas quer desta tltima matriz quer da matriz original e
assim, também uma base de Ug. Usando o isomorfismo inverso, concluimos que

a dimensdo de U ¢é 3 e que
U = LK;[){]({(O’ 1’ _1’ 0)39 (09 O’ 1’ _1)B$ (Oa O, 09 2)3})
ou seja que:

U= Ly q({x—- x2,x? = x3,2:%)).

Também podemos concluir que os geradores originais sdo linearmente indepen-
dentes. (Porqué?)

Suponhamos que T' : U — V élinear, dim(U) = n e dim(}') = m. Fixemos bases
ordenadas fy; = (uy,...,u,) de U e By, = (vy,...,0,,). Desta forma, podemos
associar a T uma funcio T : K" — K™ definida através da relacio:

T(xp,) = (T,
A transformacio T ¢ linear. Como iremos ver, as transformacdes entre espacos

da forma K" sdo representaveis através de matrizes e indirectamente (via coorde-

nadas) qualquer transformacio linear ¢ representével desta forma.

TEOREMA 4.18.— Suponhamos que T : K" — K" € linear. Nestas condigdes, existe
uma matriz [T'] tal que:

T(x) = [T]x. (4.2)

TEOREMA 4.19.— Sejam U, V', By, By, T e T como acima. Nestas condigdes a trans-
formagdo T : K" — K" é uma transformagcdo linear. A matriz que representa T
relativamente as bases By e Py ¢é a matriz [Ty, g = que também denotaremos por
[T] By .Bu- Tem-se:

(T, B, XB, =T (x)p,- (4.3)
Arelagdo (4.3), acima, caracteriza univocamente a matriz [T'] By .Bu ie.,se Aéuma

matriz que satisfaz AXﬁU = (T(x))ﬁV entio A = [T] By .Bu- Estas consideracoes
implicam o resultado seguinte:



TEOREMA 4.20.— Suponhamos que T : U — V e S : V — W sdo lineares.
Fixemos bases ordenadas By;, By e Py, em U,V e W, respectivamente. Tem-se:

@ [ST]ﬂWsﬁU = [S]ﬁWsﬁV [T]ﬂVaﬂU;

(2) SeT é um isomorfismo [T_l]ﬁu»ﬁv = [T]l_illx,ﬂu'

Como se depreende das consideracdes anteriores, a representacdo matricial de
uma transformacio linear estd intimamente ligada a escolha de bases no espaco
de partida e no espaco de chegada. Se essa escolha de bases for diferente, a re-
presentacdo matricial muda em conformidade. Contudo, a nova matriz pode ser
obtida através das matrizes de mudanca de base.

TeOREMA 4.21.— Seja T : U — V uma transformagdo linear. Consideremos bases
ordenadas By, By, de U e Py, By, de V. Tem-se o seguinte:

= / A ’ -1
[T]ﬂ{/’ﬂ{; - MﬁV’ﬁV [T1p, p, Mﬁu,ﬁU MﬁV’ﬁV (T1g, .8, Mﬁ{]sﬁU‘

4.4* SUBESPAGOS INVARIANTES

Dados, um endomorfismo T : V' — V e um subespaco U de V. Arestricao de
T a U ¢ atransformacio Ty, : U — V definida por T (x) = T'(x), para qualquer
x € U. Em geral, Im(Ty;) ¢ U.
DEFINIGAO 4.22.— Sejam, T : V — V um operador em V e U < V. Dizemos que
U ¢ invariante para T, ou simplesmente T -invariante, se Im(Ty;) C U i.e. Ty; é um
operador em U.

Dado um endomorfismo T : V' — V, exemplos de subespagos T-invariantes sio
{0}, V,Im(T) e Nuc(T).

Se x # 0 é um vector em V entdo o espago ciclico gerado por X é a expansao
linear W = L, ({x), T(x), T 2(x), ...}). E facil verificar que este subespaco de V'
é T-invariante. Com efeito qualquer w € W ¢ da forma w = a;T¥1(x) + - +
a,T*s(x), pelo que:

T(w) = a,T(TH (X)) + - +a,T(T*(x)) = THH (x) + -+, T(T*H (x) e W.

Normalmente, denotaremos por C, o espaco ciclico gerado por x."!

NA defini¢do de C, este espaco ¢ aparentemente gerado por um nimro infinito
de geradores: os vectores T"(x) para n € N. Na realidade esta infinitude é apenas
aparente. Uma vez que V' tem dimensio finita, podemos sempre determinar um
primeiro n € N tal que

T"(x) = agx + a;T(X) + - + a,_; T" 7 (x).
(De facto um tal n é no maximo (dim V) — 1.)

Neste caso, tem-se que C, = Ly ({x, ... ,T”_l(x)}).

LEMA 4.23.— Se By = (u;,...,u,) e By = (Wq,...,W,) sdo bases ordenadas de
subespagos U, W < V tais que U n W = {0} entdo denotando por By * By, a
sequéncia

Bu By =, ..., 0, W, ..., W),

" Observe-se que C, é o menor
subespaco T-invariante de V' que
contém X.



tem-se que By * Py, € uma base ordenada de U @ W'.

TEOREMA 4.24.— Sejam, T : V — V um operador em V e W um subespago T-
invariante de V. Existe uma base de V', da forma By, * B, onde By, é uma base de
W, na qual a representacdo matricial de T ¢ uma matriz da forma

_ 1
[T]ﬁw*ﬂ - 0 Bz

Na demonstracdo anterior recorremos ao facto de V- = W @ U, para algum
U. Podemos assim considerar uma base ordenada f; de U fazendo finalmente
Bw P = Py *Py- Se o espago U nio for T invariante entdo ter-se-a B, # 0. Mas,
se o proprio U também for T-invariante entdo, na base By * Py a representacao
matricial de T' é ainda mais simples:
71 _ [ B |0 ]
Bw By 0| B,

e, neste caso, By = [TW]ﬂW e B, = [Tu]ﬁu-

Dadas matrizes quadradas B, e B,, a respectiva soma directa é a matriz que se
denota por B; @ B, e que se define:

B/| 0
Bl @ B2 = @ B2 .

As consideracoes precedentes mostram entdo que se T : V' — V é um opera-
dor, U,W < V sio T-invariantes e f; e By, sdo bases ordenadas de U e W,
respectivamente entio,

[T]ﬁw*ﬂU = [T]ﬁW ® [T]ﬁU'

Estas defini¢des e resultados generalizam-se sem dificuldade ao caso que envolve
mais parcelas na soma directa. Se By, B,, ..., B, sdo matrizes quadradas, entdo a
soma directa B; @ B, @ --- @ B, define-se:

Bl 0 0
0 32 0
B]@Bz@“'@Bk: . . . .
0 0 Bk

Também se tem o seguinte:

TEOREMA 4.25.— Se Uy, ... U, sdo subespacos T-invariantes de V, B, ..., By bases
ordenadasde Uy, ... Uy, respectivamenteese V- = U, @--- @ U, entdo, relativamente
a base ordenada p = B, * --- * B, tem-se que:

[T1p=Tls, @ @ [T1p,.

4.5* ESPACOS DUAIS

Se V' é um espaco linear sobre K, as transformacdes lineares T : V — K
designam-se de funcionais lineares.
ExempLo 5.— A transformacio T : R™" — R definida por T(A) = tr(A) é um

funcional linear.'?

> Recorde-se que tr(A) denota o
traco da matriz A que é a soma das
entradas na diagonal principal de A e
que possui as seguintes propriedades:
Ltr(A + B) = tr(A) + tr(B);
2.tr(aA) = atr(A).



Se V' é um espaco linear, f ¢ uma base ordenada de V' e x € V entdo, denotamos
por Xg; a i-ésima coordenada de x na base .

Nestas condi¢des a funcdo Cg; : V' — K definida por Cg;(x) = xp; € um
funcional linear.

Observe-se que se f = (uy, ..., u,) entdo
Cﬁ,i(uj) = 6,',/', (4.4)
onde J; ; € o denominado delta de Kronecker:
)L (ei=))
Y0 Gei#))
DEFINIGAO 4.26.— Se V' é um espaco linear entdo o espago L(V, K) consistindo de
todos os funcionais lineares em V designa-se de espaco dual de V' e denota-se V' *.

Observe-se que
dim(V*) = dim(L(V, K)) = dim(V) - dim(V') = dim(V),
pelo que os espacos V e V* sdo isomorfos.

TEOREMA 4.27.— Suponhamos que V' é um espago linear que possui uma base orde-
nada f = (uy,...,u,). Para cada 1 < i < n denotamos por G; o funcional linear
Cp,; (definido acima). Consideremos ainda B* := (4, ..., 10,). Tem-se que B* é uma

base ordenada de V* e, dado um qualquer funcional linear X € V* tem-se:
n
£ =) f(u)i,.
i=1

A base B* descrita no teorema precedente designa-se de base dual da base p.

Se U,V sdo espacos lineares sobre K onde se fixam bases ordenadas f; e
Py entdo existe uma correspondéncia bijectiva entre as transformacoes lineares
T : U — V e as matrizes em K™ onde n = dim(U) e m = dim(V). Essa

correspondéncia faz corresponder a cada transformacdo T' a matriz [T'] By By

TEOREMA 4.28.— Consideremos espagos lineares U e V onde se fixam bases ordena-
das By e By, SejaT : U — V uma transformagdo linear. Nestas condigdes a
transformagdo T* : V* — U™ definida através da relagdo

T*R)==R%eT RevVH
€ uma transformagdo linear e, além disso,
. = T
(T ;. =T,

Vamos agora mostrar como (no caso da dimensao finita) V e V** se podem iden-
tificar.
Dado um vector x € V definimos X : V* — K através de X(0) = G0(x).
Verifica-se sem dificuldade que X é um funcional linear em V* e assim X € V**.
O desejado isomorfismo entre V' e V** pode agora definir-se através da cor-

respondéncia x — X.

B De facto existe um isomorfismo
entre V e V™ e, consequentemente
entre V* e V** mas esses isomorfis-
mos dependem da fixa¢do de uma
base em V. No caso da identifica-
¢do que estamos a referir, entre os
espacos V e V™ ela é mais forte, na
medida em que existe um isomor-
fismo entre aqueles dois espacos
que ¢é independente da escolha de
quaisquer bases.



10

Exercicios

ProBLEMA 4.1.— Diga, justificando, quais das seguintes funcoes sio lineares.

(@ T : R? = R? tal que T'(xy,X,) = (x; + X5, 3X] — X,);

(b) T : R* > R? tal que T'(x;,xy) = (1 + x5,3x; — 1);

© T : R® = R?tal que T(xy, Xy, X3) = 2X| — Xy + X3, Xy — 4x3);

d) T : R® = R tal que T'(x, x5, x3) = (x| — x2x3,3x%,x1 — 4x3);

@ T : R® - R?tal que T(xy, Xy, x3) = (x] + x2x3,5x§);

(f) T : R? > R3 tal que T'(xy,x,) = (x; — X5, 3%, X; + 7X).
ProBLEMA 4.2.— Considere os vectores v, V, e v3 de um espaco linear U e seja
T : U — R? uma transformacio linear que satisfaz:

T(v)=(1,-1,2); T(v,)=(0,3,2); T(v3)=(=3,1,2).

Determine T'(3vy — v, + 10v3).

PrOBLEMA 4.3.— Relativamente 4 transformacio linear T : R? — R? definida por
T(xy,%,) = (2x] —X,, x| +X,), determine a matriz que a representa relativamente
4 base canénica de R,

ProBLEMA 4.4.— Sejam T}, 7, : R? - IRZ, lineares, tais que T (x, y) = (x+y, x—

y) S T2(x9 y) = (2x + Y, X = 2)’)
Mostre que a transformagéo linear 7, T € invertivel, e determine a matriz que
a representa relativamente a base canonica.

ProBLEMA 4.5.— Considere as transformacdes lineares T}, T, : R? — R?, defini-
das por Ty (x,y) = (x — y,x + y) e Tr(x, y) = (2x, y — x), respectivamente.

() Verifique que T) e T, sdo invertiveis e determine 7/ le Tz_l.

(b) Determine a expressdo de T,T; e de T, T5.

() Determine a matriz que representa (T, T;)~! em relacio as bases canénicas,
fixadas na partida e na chegada.

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD



ProBLEMA 4.6.— Sejam v; = (1,3),v, =(-1,4) e
1 3
=1
a matriz que representa T : R? — R? em relacio 4 base ordenada g = (v,, v,).

(@) Encontre T'(v|)g e T(vy)g-
(b) Encontre as coordenadas de T'(v;) e de T'(v,) na base candnica de R2.

(c) Encontre a matriz que representa T em relacdo a base candnica de R? (na
partida e na chegada), e determine uma férmula para T'(x, ).

(d) Use a férmula obtida na alinea anterior para calcular T(1, 1).

ProBLEMA 4.7.— SejaT : R,[t] — R,[¢] definida por T'(p) = p’ —3p, onde R,[1]
designa o espaco linear dos polinémios reais de grau menor ou igual a 2, e p’
designa a derivada de p. Considere em R,[7] as bases ordenadas . = (1,2,1%) e
B =(1—1,2t+1,1—1%). Determine as seguintes representacdes matriciais de 7.

(@ A=[Tl,.
© C =Tl

ProBLEMA 4.8.— Seja T : R? — R? a transformacio linear definida por
T1,1,00=(2,1), TO,1,1)=@3,-1), T(0,0,1)=(2,-1).
Escolha a opcio correcta:
A)T(x,y,z) =(x+y,x+2z) B)T(x,y,z) = (y — x,x + 2z2)
OTx,y,2)=QRz+x+y,x—2z) D)T(x,y,z) =(2x,x + z)
PrOBLEMA 4.9.— Seja T : R® — R a transformacio linear definida por:

T(x,y,z)=(x—-2y+z,4x+ 2y — z,—6y + 32).

(2) Determine o nucleo e a imagem de T.
(b) Indique um vector de R® que nio pertenca 2 imagem de T.

(¢) Verifique o teorema da dimensio.

ProBLEMA 4.10.— Considere a matriz
0 —4
A= 5
que representa 7" : R? - R? em relacio a base g = (w;, w,), onde w; = (-1,0)
e wy = (—4,2). Qual das seguintes afirmagdes ¢ verdadeira?

A)T(4,-2) = (16,-8); B)T(—1,0) = (-8,4);
C) T(-1,0) = (—16,6); D)T(4,-2) = (8,—4).

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© AL

II
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ProBLEMA 4.11.— Nos seguintes casos determine a expressio de 7,7} (x, y) e indi- ©ESD
que se esta é uma transformacio linear. Determine ainda o nicleo e a imagem de
T,T,.

@ Ti(x,p) = (x,2y), T)(x,y) = (x =y, y, x + ).

(b) Ti(x,y) = 2%, =3y, x + ), Tr(x,y,2) = (x = y, y + 2).
ProBLEMA 4.12.— Seja R>? o espaco das matrizes reais (2 X 2). Consideremos ©ESD
T : R®?  RP? aaplicacio T(A) = A+ AT.

(@) Mostre que T é uma transformacio linear.

(b) Determine a matriz K que representa T' em relacdo a base canénica, B, de

22, p=(lo o o o [V 010 1))

(c) Determine bases para o nucleo e para a imagem de T

(d) Diga, justificando, se T é injectiva ou sobrejectiva.

(©) Sendo
w=[3 3]

determine T~1(M).

ProBLEMA 4.13.— Considere a transformacio linear T : R3 - R? que é definida ©AL
através da relacdo T'(x, y, z) = (7z, x + 3y). Entdo a afirmacdo correcta é:

A) (0,0) € Nuc(T) e (—1,1) € Im(T);

B) (3,0) € Nuc(T) e (0,1, 1) € Im(T);

C) (-3,1,0) € Nuc(T) e (1,-1) € Im(T);

D) (6,-2,0) & Nuc(T) e (—1,1) € Im(T).
ProBLEMA 4.14.— Considere as transformacdes T : R? - R*e S : R® > R?> ©ESD
definidas por T'(x, y,z) = (x + 1, 5,2z 4+ x) e S(x, y, 2) = (2x, y — z). Diga qual
das afirmacoes seguintes ¢ verdadeira:

A) S eT sio transformacdes lineares.

B) ST nio é uma transformacio linear.

C) O espaco de chegada de ST é R>.

D) T é uma transformacio linear invertivel.
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PrOBLEMA 4.15.— Seja T : R® — R? a transformacio linear definida através da  © AL
relacdo T'(x, y,z) = (x + 2y + z, x + 3y + 2z), onde (x, y, z) € R> e considere as
seguintes afirmacdes:
I. T éinjectiva,
II. T nio é sobrejectiva,
III. T ndo é injectivae (1,—1,1) € Nuc(T),
IV. T é sobrejectivae (1,—1,1) € NucN(T),

Qual ¢ a lista completa de afirmagdes verdadeiras?

AL, B)lell; C)Ilelll; D)IllelV.
ProBLEMA 4.16.— Indique o valor l6gico das seguintes proposi¢des: ©ESD

(a) Existem transformacdes lineares injectivas de R para R3.
(b) Existem transformacdes lineares sobrejectivas de R> para R>.
(c) Existem transformacdes lineares injectivas de R> para R°.
(d) Existem transformacdes lineares sobrejectivas de R para RS,

(e) Existem transformacdes lineares injectivas do espaco dos polinémios de
grau menor ou igual a 3 para o espaco das matrizes (2 X 2).

(f) Existem transformacdes lineares sobrejectivas do espaco dos polinémios de
grau menor ou igual a 3 para o espaco das matrizes (2 X 2).

(g) Qualquer transformacio linear injectiva de R para R é sobrejectiva.
(h) Qualquer transformacio linear injectiva de R* para R* é sobrejectiva.

(i) Existe uma transformacio linear bijectiva do espaco dos polinémios de grau
menor ou igual a 3 para o das matrizes (2 X 2).

ProBrEMA 4.17.— Considere a transformacio linear T : R? — R? definida por ©AL
T(x,y,z) = (x+y,x +y+ z), e as seguintes afirmacdes:

I. T éinjectiva,

II. T é sobrejectiva,

ITI. Existe um vector (a, b) € R? para o qual a equagdo T'(x,y,z) = (a,b) é
impossivel,

IV. Para qualquer vector (a,b) € R?a equacdo T'(x, y, z) = (a, b) é possivel e
indeterminada.
Qual é a lista completa de afirmacoes falsas?

AL B)lell; C)lelll; D)IlelV.
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ProBLEMA 4.18.— Seja T : R? — R? a transformacio linear definida por: ©ESD
T(x1,%xy) = (X1 —2%9, X1 + X5)
e B, = (V{,V,) a base ordenada de R? formada por v, = (1,1) e v, = (=1, 0).

(a) Determine a matriz [T'] p, que representa T relativamente a base canénica,
B, de RZ.
(b) Calcule a matriz [T] p, que representa T relativamente a base f;.
(c) Calcule a imagem por T do vector v = (1, —1) usando a matriz [T]g, e
confirme o resultado usando a expressdo de 7.
ProBLEMA 4.19.— Seja T : R? - R? a transformacio linear tal que: © AL
T(1,0,0)=(1,2); T(1,1,0)=(2,4); T(1,1,1)=(3,4).
Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
A) T é injectiva e sobrejectiva;
B) T é invertivel mas nio sobrejectiva;
C) T nio é injectiva mas é sobrejectiva;
D) T nido é injectiva nem sobrejectiva.
ProBLEMA 4.20.— Considere, em R>, a base canénica B, = (e;, ey, e3), e a base  ©ESD
ordenada g = ((-1,1,1),(-1,-1,1),(0,0, 1)).
(a) Determine a matriz de mudanga de base [f,, B].

b) Considere a transformacio linear T : R?> — R?, cuja representacio matri-
Jja rep

cial na base canoénica é:

1 -4 6
A=10 5 2
0 2 8

Determine a matriz que representa 7' na base f.

ProBLEMA 4.21.— No espaco linear R,[7], dos polindmios reais de varidvel real ©ESD
de grau < 2, considere a transformacio linear T : R,[f] — R,[f] definida pela
correspondéncia p(t) — 4p’(t) — p(t), onde p" designa a derivada de p.

(@) Determine a matriz que representa 7' em relacdo a base candnica {1,1, %)
de R,[7]. A transformacio linear T' ¢ invertivel?

(b) Encontre o polinémio p € R[] tal que T'(p(1)) = (t — )%, teR.

PROBLEMA 4.22.— Seja T : V' — V uma funcio linear e f = (u, v, w) uma base =~ ©ESD
ordenada do espaco linear V', tal que T(w — v) = 2u, TQRu +v) = ve T(w) =
u — v+ w. A matriz que representa T em relacio a base f (no espaco de partida
e de chegada) é:
4/3 2/3 1 2/3 —4/3 1 2 0 1 0 0 -1
Al-13 -13 1| Bl13 13 -1| ¢lo 1 -1| D)2 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Apéndices

4.A  DEMONSTRAGCOES DOS RESULTADOS

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.6).— Tem-se que T'(0) = 0 concluindo-se desta

igualdade que 0 € Nuc(T) e 0 € Im(T)."* Por outro lado, se u, v € Nuc(T) e se  * Observe-se o abuso de notacio: o
€ K enti que na realidade aqui se afirma é que
a, entao, T(0y) = 0y, pelo que Oy € Nuc(T)
_ _ _ enquanto que 0y, € Im(T). O leitor
T(au + pv) = aT() + pT(v) = a0 + 0 = 0, deve contudo acostumar-se a este
. . . tipo de ab 1 text
ou seja, também se tem que au + fv € Nuc(T). Conclui-se deste modo que algz(;rdz;eilrl:zztirz;; goc Zﬁjzftg
Nuc(T') é um subespaco de U. denotado.
Quanto a Im(T'), se considerarmos x, y € Im(T") sabemos, por definicdo, que
existem u,v € U tais que T(u) = x e T(v) = y. Desta forma, dados escalares

a, fp € K tem-se:
T(au + pv) = aT (u) + pT(v) = ax + By,

ou seja ax + fy € Im(T). Assim, Im(T) é um subespago de V', como se preten-

dia. ¥

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.7).—

(1) Se T ¢ injectiva entdo, dado que T'(0) = 0 e ndo pode existir outro vector com
a mesma imagem resulta imediatamente que Nuc(T") = {0}. Por outro lado, se T’
ndo é injectiva entdo, existem u # v tais que T'(u) = T'(v). Neste caso tem-se:

Tw)=Tw) = Twu) -Tw) =0 Twu—v)=0.

Neste caso tem-se que u — v # 0 e u — v € Nuc(T), concluindo-se assim que
Nuc(T) # {0}. Isto estabelece a equivaléncia pretendida.

(2) E 6bvio, pois Im(T) = {T'(u) |€ U} e afirmar que T é sobrejectiva é dizer,
precisamente que V = {T'(u) |e U}. 1

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.8).—
(1) Sejam S, T € Hom(U, V). Queremos mostrar que A4S + uT ¢é uma transfor-
macio linear. Seja sejam entio u,v € U e a, f € K. Tem-se:
(AS + uT)(au + pv) = (AS)(au + pv) + (uT)(au + fov)
= AS(au + pv) + uT(au + pv)
= NaSw)) + A(BS ) + u(aT (W) + u(pT (v))
= a(ASW) + uT W) + p(AS() + uT (v))
= a(AS + uT)w) + p(AS + uT)(v),
como se pretendia.
(2) Sejam x,y € U e a, f € K. Tem-se:
T'S(ax + py) =T(s(ax + py)) = T(aS(x) + pS(»)
=aT(Sw)) + pT(S()) = aTSw) + T S(v),
comprovando que 7S ¢ linear.
(3) Suponhamos que T : U — V tem inversa. Consideremos x,y € V e aff € K.
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Temos:
T(@T ™' (x) + T (») = «T(T (%)) + FT(T™1 () = ax + py,

0 que mostra que T'l(ax + py) = aT‘l(x) + ﬂT“l(y), ou seja que T~ ¢ linear.
(4) Resta-nos provar que Hom(U, V') é uma dlgebra sobre K. Alguns aspectos sdo
imediatos: ja sabemos que a composicdo de fungdes é associativa em geral. A
funcdo 1 ¢ a funcio identidade i.e., a funcdo 1 : V' — V que satisfaz 1(x) = x.
Quanto as leis distributivas, verificamos uma delas a outra verifica-se de modo
andlogo. Tem-se:

[T(S + R)](x) =TS + R)(x)) =T(S(x)+ R(x)) =TS(x)+ TR(x),

a tltima igualdade pelo fato de T ser linear. Como x é qualquer, concluimos que
T(S+ R)=TS + TR, como se pretendia. 1

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.9).— Verifiquemos em primeiro lugar que 7', de-
finida por (4.1) ¢ uma transformacao linear. Ora, dados x,y € U eles sio combi-
nacdes lineares dos elementos da base f, i.e. existem escalares ,, 4, (parau € f)
taisque X = ¥, 7,ep AU €Y = Xep HyU. Assim, dados escalares a, f € K tem-se

Ti(ax+py) =Ty (a Yuep At + B Y ch Muu)

= Ty ( Tuen(@h,+ Puu)

= Yen(@h, + Bu,) f @)

= Y@, f@) + B, f @)

= Yen WS W) + X p B, f W)
= a Xyep hf @) + B Lyep S @)

=aT;(x) + pT,(y),
mostrando, desta forma, que a relacdo (4.1) define uma transformacéo linear. Con-
sideremos agora a questdo da unicidade. Suponhamos que .S, T sdo transforma-
coes lineares tais que, para cada u € B satisfazem S(u) = T'(u) = f(u). Dado

x € U tem-se, para certos escalares A, que x = Y, _p A,u. Assim:

500 = S( Zuep hit) = Tuen AS@ = e p Auf @

= Duep AWT W) = S( 2uch Au“)

=T(x).

Como x € U ¢é qualquer, concluimos que .S = T, como se pretendia. |

DEMONSTRAGAO (DO LEMA ??).—

(1) A transformacdo identidade i.e., 1 : U — U definida por 1(x) = x é linear e é
um isomorfismo, como se constata sem dificuldade.

(2) Como ja vimos, se T : U — V é um isomorfismo entdo a inversaT~! : V' —

U é um isomorfismo.



(3)SeS : U - VeTV — W sdoisomorfismos, a composicio TS é linear (como
jé foi estabelecido anteriormente) e, por outro lado, a composicio de bijeccoes é
uma bijeccdo. Assim T'S : U — W é um isomorfismo. |Z|

DEMONSTRAGAO (DO LEMA 4.12).— Suponhamos que 7 : U — V é um isomor-
fismo. Mostraremos que se g = {e, ....,e,} é uma base de U entdo, o conjunto
B=({T(e),...,T(e,)} é umabase de V logo dim(U) = dim(V') = n.

A primeira observacio a fazer ¢ a seguinte: {x,,...,X,} é linearmente inde-
pendente se e s6 se {T'(x;),...,T(x,)} é linearmente independente. Com efeito,
supondo que {X;,...,X,} é linearmente independente mas {T'(x;),...,T(x,)} é
linearmente dependente entdo, existem escalares nao todos nulos «ay, ... , @, tais
que a;T(xy) + =+ + a,T(x,) = 0. No entanto, ;T (xy) + - + ,T(x,) =
T(ajxy + -+ + a,x,) porque T ¢ linear. Por outro lado, T' ¢ injectiva pelo que
T(v) = 0 implica v = 0. Assim concluimos que a;x; + -+ + a,x,, = 0 ¢, como
os escalares ndo sao todos nulos, isso mostra que os vectores Xy, ..., X, sdo line-
armente dependentes contradizendo a hipétese inicial. Somos assim forcados a
concluir que {T'(x;),...,T(x,)} é linearmente independente. Por outro lado se
{T(x),...,T(x,)} é linearmente dependente entio, existem escalares nao todos
nulos ay, ..., @, tais que a;x; + -+ + @, X, = 0, assim T'(a;x; + - + a,%,) = 0
ou seja, a T(x)) + -+ + a,T(x,,) = 0 sem que os escalares sejam todos nulos, i.e.
{T(x),...,T(x,)} élinearmente dependente.

A demonstracio fica concluida demonstrando que

V = Li({Te)), ....T(e,)}).

Ora, como Im(T) = V,sey € V, existe x € U tal que T(x) = y. Contudo,
tem-se que X = a;e; + -+ + a,€, para certos escalares ay, ..., @, € K e assim,

y=T@) =T(ae; + - +a,e,) =T+ +a,T(,)

ousejax € Li({T(ey),...,T(e,)}) o que, como x é qualquer, nos permite con-

cluir a demonstracio. |
DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.13).— Consideremos uma base g = {uy,...,u,}
em V e uma base B = wy,...,w, em K". Consideremos a funcio f : g — B
definida por f(u;) = w; parai = 1, ..., n. Pelo teorema 4.9, podemos considerar

a transformacdo linear T, : V' — K" definida por:
Tr(apuy + -+ a,u,) = Wy + -+ + a,W,.

Uma vez que a;w; + -+ + a,w, = 0 se e s6 se os escalares forem todos nulos,
concluimos que Nuc(7') = {0}, ou seja T ¢ injectiva. Por outro lado, se w € K"
entdo existem escalares f, ..., 6, € K tais que w = fjw; + --- + f,w,. Neste
caso,

w=T(pu; + -+ p,u,) € Im(T%).

Conclui-se assim que T, também ¢€ sobrejectiva, ou seja € bijectiva como preten-
diamos demonstrar. A

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.15).—

7
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DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.16).—

(1) Consideremos W tal que U = Nuc(T') @ W. Tem-se que qualquer x € U se
pode escrever (de modo tnico) na forma z+w onde z € Nuc(T) e w € W. Dado
y € Im(T') existe entdo um vector z+ w € U tal que T(z + w) = y. Tem-se no
entanto que

y=TZ+w)=T@)+TWw)=0+T(w)=T(w).

Ou seja, denotando por T' | W a transformacio linear (TIW) : W — V,
definida por (T' | W)(w) = T'(w), a igualdade acima mostra que T' | W é uma
sobrejeccio (T | W : W — Im(T). A mesma transformagio também ¢é injectiva
pois tendo em conta que W ~ Nuc(T') = {0} tem-se que (" | W)(w) = 0
see T(w) = 0 sse w € Nuc(T) n W sse w = 0. Desta forma concluimos que
T W : W 2 Im(). Em particular, dim(W) = dim(Im(T")).

(2) Como qualquer subespaco de U possui subespacos complementares, existe W
tal que U = Nuc(T) @ W. Pela alinea (a), tem-se entdo que:

dim(U) = dim(Nuc(T)) + dim(W) = dim(Im(T")) + dim(Im(T)),

ficando assim estabelecido o resultado. 1

DEMONSTRAGAO (DO COROLARIO 4.16.1).— Se T for injectiva entdo,
dim(U) = dim(T'(U)) = dim(V)

o que implica imediatamente que T(U) = V ou seja T é sobrejectiva. Por ou-
tro lado, se T' ¢ injectiva, conclui-se facilmente a partir do teorema anterior que
necessariamente dim(Nuc(7')) = 0, pelo que T ¢é necessariamente injectiva. [/

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.18).— Se (e, ...,¢,) é a base canénica de K" en-
tdo:

T(ay,...,a,) =T(ae)+ - +a,e,)=a;T(€)+ - +a,T(,).
Ou seja, se [T'] for a matriz cujas colunas sdo os vectores T'(e;) (comi =1, ...,n)

entdo, a igualdade acima mostra que se tem 7'(x) = [T']x, como pretendido. [

DEMONSTRAGAO (DO TEOREMA 4.19).— Imediato a partir das consideracdes anterio-

res. Y



4.B  RESOLUGOES DOS EXERCICIOS

SorucAo (Do EXERCiCIO 4.1).— (a) Podemos usar directamente a definicio.

T((a,b)+ (c,d)=T(a+c,b+d)=(a+c+b+d,3(a+c)—(b+4d))
={(a+b)+(c+d),Ba—b)+@Bc—-4d)
=(a+b,3a—b)+(c+d,3c—d)
=T(a,b)+ T(c,d).

Quanto a multiplicacio por escalar:
T(a(x,y)) = T(ax,ay) = (ax + ay, 3(ax) — ay)

=(a(x+y),aBx —y) =a(x+y,3x - y)
=aTl(x,y).

Concluindo-se assim que T ¢ linear. Uma alternativa a este método, que usa
directamente a definicdo, consiste em ver o cdlculo de T'(x, y) como o resultado
do produto por uma matriz conveniente. Neste caso constata-se sem dificuldade
que

b 1 1
T(x,y)=A[y], onde,A=[3 _1].

Ou seja T'(x, y) = T4(x, y) e ja sabemos que as fun¢des da forma T4 sdo transfor-
macdes lineares.

(b) Uma transformacio, se for linear tem que aplicar o vector nulo no vector nulo.
Neste caso T'(0,0) = (0, —1), logo ndo pode ser linear.

Consideramos a titulo ilustrativo, mais um exemplo.
(e) Vejamos, por exemplo, a multiplicacio por escalar:

T(a(xq,X9,x3)) = T(axy, ax,, ax3) = (ax; + (axy)(ax3), S(axz)z)
= a(x; + ax,yXx3, Sax%)

por outro lado,
aT (a(xy, x,,x3)) = a(x) + XpX3, 5x§).

Em particular 7(2(0, 1,0)) = T(0,2,0) = (0,4) # 27(0,1,0) = 2(0,1) = (0,2).
Assim, T nio é linear. %

Sorugio (Do EXERCICIO 4.2).— Uma vez que T € linear tem-se que T preserva

combinacdes lineares. Tem-se assim que

T(Bvy — vy + 10v3) =3T(v{) — T (vy) + 10T (v3).

Sorugio (Do EXERCICIO 4.3).— Como se trata da base canénica tanto no espaco de
partida como no espaco de chegada, os vectores de coordenadas coincidem com
os vectores. Assim: T(1,0) = (2,1) e T(0,1) = (-1, 1) Desta forma, denotando
por B a base canénica de R? tem-se:

2 -1

19
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SoLugio (DO EXERCICIO 4.4).— A transformacio linear T, T é invertivel se e s6 se
a sua representacao matricial for uma matriz invertivel. Sendo f, a base canénica
de R? tem-se que

[T2T1]ﬁc = [Tz]pc [T1][3

Tem-se entdo o seguinte: T7(1,0) = (1,1) e T7(0,1) = (1,—1). Por outro lado,
Ty(1,0) = (2,1) e Ty(0, 1) = (1. — 2). Assim,

1 1 2 1
O N

c

Pelo que,

2 11 1 301
[Tle]ﬁcz[Tz]ﬂc[Tl]ﬂcz [1 _2] [1 _1] = [_] 3]

As duas linhas da matriz sdo linearmente independentes (nenhuma é maltipla da
outra) por isso a caracteristica é 2 e assim a matriz é invertivel. Entdo, o mesmo
sucede com T,T;. |

Sorugio (Do EXERCICIO 4.5).— Podemos usar as representacdes matriciais relati-
vamente 4 base canénica, B, de R? para responder a todas as questdes. Tem-se:

1 -1 2 0
it =] ] =]
E ficil verificar que ambas as matrizes tém caracteristica 2 sendo assim ambas

invertiveis. Assim sendo T) e T, sao transformacdes lineares invertiveis.

(b) Calculando as representacdes matriciais de 7,7 e T, T, obtemos:

2 -2
[T5T11p, = T2l [Tilp, = [o 2]

3 -1
T, =T, 2 = [} 7

Como relativamente a base canénica os vectores coincidem com os vectores de
coordenadas, as matrizes das transforma¢des permitem-nos obter directamente
as imagens. Assim:

2 2] [x] [2x — 2y
(TZTI)(x’y) - _O 2 | _y_ - i 2y ] - (2x—2y92y)’

enquanto que

3 —1] [x] [3x — y

) | x+y =0@Bx—y,x+y).

(¢) Indicamos apenas as contas. Tem-se:

(715! = (g [T11p) ™" = [T115! [Th]).

SoLucio (Do EXERCICIO 4.6).—

(a) Por definicio de matriz que representa uma transformacio relativamente a
uma base, f, tem-se que T'(v;) g e T(v,) g sS40, respectivamente, a primeira e a
segunda colunas de A. Tem-se assim que T(vpg=(1,-2)eT(vy)p=(3,5).



(b) Temos que a matriz de mudanca da base f8 para a base canénica que denotamos
por B, ¢é

1 -1
[ﬂc7 ﬁ] = [3 4 ]
assim,
1 3
T(vg, = [B.. B] [_2] T(vy)g, = [B.. B] [5]
(c) Tem-se:
[T]ﬂc = [ﬂc’ ﬁ]A[ﬂc’ ﬂ]_l-

Como em exemplo anteriores, o facto de na base canénicas os vectores de coor-
denadas se identificarem com os vectores permite-nos usar a matriz para obter

directamente as imagens. Assim:

T(x,y) = [Tl m

(d) Imediato. ¥

SoLu¢io (DO EXERCICIO 4.7).—
(a) Relativamente a base canénica B, temos que:

T()=1-3==-3;T@) =1t -3t=1-3t; T(**) = (*)' - 3> =2t - 31*.

-3 1 O
[T],;C:[o -3 2}

0o 0 =3

Desta forma:

(b) Tem-se que:
[T]ﬁc,ﬁ = [T]ﬁc [B..B]

onde [B,. B] é a matriz de mudanca da base B para a base canénica f,:

1 1 1
[ﬂc,ﬁ]=[—1 2 0]
0 0 -1

(c) Tem-se:

[Tg = B, BT, [Bc. B1 = (B, B [T [Be. Bl

Sorugio (po ExErcicio 4.8).— Os dados do problema mostram que a matriz que
representa T relativamente a base g = ((1, 1,0), (0, 1, 1), (0,0, 1)) de R3 e & base
canénica 2 de R? ¢
(T _ [2 32 ] '
BB ™ 11 -1 -1
Para podermos usar a representa¢ao matricial para calcular directamente T'(x, y, z)
temos que considerar a representacio relativa as bases canénicas de R que de-
notamos por B2 e de R? que ja denotamos antes por p>. Temos entio:
-1

100

2 3 2
[T]ﬁf,ﬁi’:[T]ﬂf,ﬁ[ﬁ’pg]z[T]ﬁg,ﬂ[ﬁg’m_l:[l ~1 —1] [1 1 O}
01 1
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ou seja,

11 2
[T]ﬂ%,ﬁfz[l 0 —1]'

Desta forma tem-se que:

11 21"
T(x,y,z) = Lo 111?17 (x+y+2z,x—2)
z
Sorugio (Do EXERcicIO 4.9).— Fixando a base canénica de R que denotamos por

1 -2 1
[T]ﬂc=[4 2 —1]

0 -6 3

B. tem-se:

Como estamos a considerar a representacdo matricial de T relativamente a base
canénica de R? temos que Nuc(T') = Nuc([T] ﬁc) e Im(T) = EC([T] ﬁc)'

(a) O nucleo da matriz é o conjunto de solu¢des do sistema:

1 -2 110 1 0 0]0
4 2 -1]0|l-(0 -2 1|0
0 -6 3|0 0 0 00

Neste caso tem-se que
Nuc(T) = {(x,y,2) | x=0Az=2y} ={(0,2z,2) | z€ R}

ou seja Nuc(T') = Lgs({(0,2, 1) }).

A imagem de T ¢ gerada pelas colunas de A e, aproveitando a eliminacio de
Gauss anterior, vemos que sdo as primeira e segunda colunas de [T]g_que pos-
suem os pivos, concluindo-se que:

Im(T') = Lp3({(1,4,0),(=2,2,6)}) = Lp3({(1,4,0),(=1,1,3)})

(b) Para encontrar um vector que nio pertenca a imagem de T ou seja, ao es-
paco das colunas de [T] p, temos que encontrar um vector (x, y, z) para o qual o

I -1|x

4 1 |y

0 3 |z
seja impossivel. Tem-se entao:

1 —-1|x 1 -1 |x
4 1 |y|-=10 1 |4x—-y+2z .
0 3 |z 0 0 |—-12x+3y-5z

Basta-nos entdo escolher um vector (x, y, z) tal que —12x + 3y — 5z # 0. Por

sistema:

exemplo (0, 1, 0).

(¢) Temos que dim(Im(T")) = 2 e dim(Nuc(7')) = 1. E estes valores que confirmam
a identidade:

dim(R?) = dim(Im(7T")) + dim(Nuc(T)).



SoLugio (Do EXERCICIO 4.10).— Para calcular directamente imagens de vectores
precisamos da representacio matricial relativamente  base canénica, g, de R
Essa representa¢do pode ser obtida a partir de A e das matrizes de mudanca de

base:

[T1, = [Be. BIT14lB.. BI~" = [B.. BIAIB,. BI™".

T e s N R R
fe™ 10 2|2 =3[[0o 2] T |4 11
Tem-se entio:

24] [ 4 241 [-1
T4,-2)= [_84 T [_2] =(-16,6) T(-1,0)= [_84 11] [0] =(-8,4)

Assim:

Pelo que a opcdo B) é a resposta correcta. A

SoLugAo (Do EXERCICIO 4.11).— Resolvemos a titulo de exemplo a alinea (b). Tem-

se
T (x,y) = TH(T\(x,y)) = T,(2x, =3y, x + y)

=2x - (-3y),-3y+(x+y)=02x+3y,x—2y).

Tem-se entdo que

nnmw=nmw=Am

-f 2

Ora, sabemos que as transformacdes da forma 74 sao sempre transformacoes li-

onde

neares e assim podemos concluir que 7,7 ¢ linear. Além disso, como ¢ facil
constatar A ¢ ainda a representa¢do matricial de 7,7 relativamente a base cané-
nica de R2. Assim,

Nuc(T,T)) = Nuc(4),  Im(T»T;) = EC(A).

Quanto ao nucleo de A:

2 310 N 1 =210 1 =210

1 =200/ |2 3|0/ lo 7|0
Pelo que Nuc(T') = {(0,0)} e, neste caso Im(T") = R? (porque é um subespaco
de R? de dimensio 2). IZI

SoLugAo (DO EXERCICIO 4.12).—
(a) Basta usar as propriedades da transposicdo e da adi¢do de matrizes:
T(aA + fB) = (@A + fB) + (aA+ BB)"
=aA+pB+ (@A) +(fB)’
=aA+pB+aA" + BT =(aA+aA")+ (BB + BB")
=a(A+A")+ (B + B") = aT(A) + pT(B).

(b) Tem-se:

P(lo al) =l of 7 (s o) = ([l ol)=[1

23
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e ainda,
00 00
(o W)=l 3
Assim,
2 0 00
0110
Tls=1o 1 1 of
0 0 0 2
(c) Calculando Nuc([T] ) temos:
2 0 0 0f0 2 0 0 010
011010 . 01 1 010
01 1 00 00 0 2|0
00 0 2|0 00 0 010

Ou seja Nuc([T]ﬁ) ={(x,y,z,w) | x =w = 0A z =—y}. Tem-se entdo que
Nuc([T']p) = Lps({(0,1,-1,0)})
e assim

Nuc(T) = Lgs({(0,1,-1,0}) = Ly ({ [_01 (1)] }) .

Quanto a imagem de T ela pode ser calculada através do espago das colunas de
[T] B Tem-se:

EC([T1p) = Lra({(2,0,0,0),(0, 1, 1,0),(0,0,0,2)})

e assim
Im(T) = Lg2({(2,0,0,0)%,(0,1,1,0)%,(0,0,0,2)*}),

wr=ses (4 31 9))

(d) A transformacdo T ndo é injectiva porque o nucleo ndo é trivial. Como a

ou seja,

dimensdo da imagem de T (que é 3) é inferior 4 dimensdo do espaco de chegada
(que é 4) T também ndo é sobrejectiva.

(e) Podemos resolver o problema pela via matricial. Dessa perspectiva queremos

determinar os (x, y, z, w) tais que

20 0 0xT [2
0O 1 1 Offy]_|2
011 olffz|7]2
00 0 2flw| |2
ou seja, procuramos as solucdes do sistema:
200 0]2 200 0]2
01 1 0]2 011 0|2
01 10[2[7]oo0o0 2|2
000 2|2 00000

O conjunto solucio é {(x,y,z,w) | x =w =1Az =2 -y}, ou seja,



Assim sendo

1
T”@D={OJJ—yJWIy€R}={L_ Y

1

yER}.

SoLucZo (DO EXERCICIO 4.13).— Relativamente s bases canénicas de R? e R? a
transformacio T ¢ representada pela matriz

00 7
A=[130]

A) A afirmacio ¢é falsa porque o nuicleo de T é um subespaco do espaco de partida,
neste caso R>, e 0,0) ¢ R3.

B) A afirmacio é falsa pelas mesmas razdes da alinea precedente.

C) Tem-se:
-3

P 0 q[llz[ﬂ
1 30 0 0
pelo que (=3, 1,0) € Nuc(T'). Por outro lado, calculando a imagem de 7' tem-se:
[O 0o 7 x] . [1 30 y]

y 0 0 7]|x

1 30
que é um sistema sempre possivel, concluindo-se que Im(T’) = R? e, em particu-

lar (1, —1) € Im(T'). Esta é portanto a afirmacao verdadeira. |

SorucAo (Do EXERCICIO 4.14).—
A) E falsa T(0,0,0) = (1,0, 0) # (0,0,0) e assim T ndo ¢ linear.

B) Calculando:
ST0,0,0)=S(10,0,0)) =5(1,0,0) =(2,0) # (0,0)

pelo que ST nido ¢ linear. Esta é pois a afirmacdo verdadeira. |

SoLucio (DO EXERCICIO 4.15).— Relativamente as bases canénicas de R e R?, a
matriz que representa 7' ¢ a matriz

121
A=[132]

Como as linhas da matriz sdo linearmente independentes (nenhuma delas é mal-
tipla da outra) tem-se que car(A) = 2 e nul(A) = 1. Assim sendo a dimenséo da
imagem de T ¢ 2 enquanto que a dimensio do nicleo de T ¢ 1. Como o nucleo
ndo é trivial, T ndo é injectiva. Por outro lado como a dimensdo de Im(T) =2 e
esta é a dimensdo do espaco de chegada, tem-se que T ¢é sobrejectiva. Assim . e
IL. sdo falsas e resta-nos decidir se o vector (1, —1, 1) pertence ou ndo ao nucleo
de T. Como estamos a considerar a base candnica no espaco de partida tem-se
que Nuc(T') = Nuc(A) e calculando:

B RE

pelo que (1, -1, 1) € Nuc(T'). Deste modo a resposta correcta é a D). 1
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SoLugAo (DO EXERCICIO 4.16).—
(a) Falsa! Como neste caso a dimensdo da imagem ¢ no méaximo 2 (a dimensio do
espaco de chegada), a dimensdo do nucleo é pelo menos 3, ou seja, ndo é trivial.

(b) E verdadeira! Por exemplo a transformacio linear definida por
T,y z,w,t) = (x,¥, 2).

(o) E verdadeira! Por exemplo a transformacao linear
T(x,y,2)=(x,y,2,0,0).

(d) Falsa! A dimensdo da imagem de T é no méximo a dimensdo do espaco de
partida, ou seja 3.

(e) A afirmacdo é verdadeira. De uma maneira geral se a dimensdo do espaco
de partida n3o excede a do espaco de chegada entdo existem transformacdes in-
jectivas. Neste caso, o espaco de partida e de chegada tém a mesma dimensio
e podemos considerar a transformacio que relativamente a bases candnicas nos
dois espagos é representada pela matriz identidade de ordem 4. Esta matriz tem
nulidade igual a 0 logo a transformacio que representa ¢é injectiva.

(f) Verdade! Basta considerar a mesma transformacio da alinea precedente. A
matriz que a representa tem caracteristica 4 e por isso a imagem tem dimensio 4

e por isso a transformacdo é sobrejectiva.

(g) E verdadeira! Uma transformacio linear entre espacos da mesma dimensio
que seja injectiva ¢ também sobrejectiva. Reciprocamente, uma transformacao li-

near entre espacos da mesma dimensio que seja sobrejectiva é também injectiva.
(h) Verdadeira! A mesma justificacdo da alinea anterior.

(1) Verdadeira! A transformacio linear definida na alinea (e) serve de exemplo. [/]

SoLugio (Do EXERCicCIO 4.17).— Relativamente as bases canénicas de R? e R?, a

transformacio T ¢é representada pela matriz

110
Az[lll]

A caracteristica da matriz é 2 pelo que dimensdo da imagem de T é 2, ouseja T ¢é
sobrejectiva. Neste caso sabemos que a dimensio do nicleo de T é 1 e, portanto,
T ndo ¢ injectiva. Assim I. ¢ falsa, enquanto que II. é verdadeira. Repare-se que
a firmacdo T'(x, y, z) = (a, b) é possivel para um dado (a, b) ¢é equivalente a dizer
que (a,b) € Im(T). Ora, ja vimos que T é sobrejectiva. Assim aquela equacio
¢ possivel para qualquer (a, b) e assim sendo, III. é falsa e IV. é verdadeira. A
resposta correcta ¢ entdo a D). ¥

SoLuGAo (DO EXERCICIO 4.18).—

(a) De acordo com a definicdo da matriz que representa uma transformacio linear,
as colunas de [T] B..B. consistem nos vectores de coordenadas em f,, das ima-
gens dos vectores da base de partida que ¢ também .. Tem-se que T'(1,0)g, =
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(1, l)ﬁc = (1, 1) enquanto que T'(0, l)ﬁc = (-2, Dﬁc =(=2,1).

1 -2
[Tlp.p. = [1 1 ]
(b) As colunas da matriz [T'] p, sdo os vectores de coordenadas em f; das imagens

dos vectores da base de partida (que é também B,). Tem-se T(1,1) = (-1,2) =
2(1,1) = 3(—1, 0), o que significa que

T(1, 1), = (2,-3);
eT(-1,0)=(-1,-1)=—-1(1,1) + 0(—1,0) pelo que
T(—l,O)ﬁ] =(-1,0).

2 -1
Tls, = |5

(c) Para calcular T'(1, —1) através da matriz [T] B, convém recordar que a matriz

Assim,

relaciona cooredenadas, ou seja, T'(1, —l)ﬁ1 = [T] ﬂl(l’ -1) B, Ou seja, multipli-
cando o vector de coordenadas de (1, —1) pela matriz [T] B1.B1° obtemos o vector
de coordenadas de T'(1,—1) em ;. A partir deste vector de coordenadas serd
depois facil determinar 7'(1, —1). Assim, antes de mais, precisamos de obter o
vector de coordenadas de (1, —1) na base f8;. Neste caso as contas sdo simples

(1,-1) = —(1,1) — 2(—1,0), ou seja, (1, —Dp, =(=1,-2).

2 —1([-1 0
rain =[5 ][5 <[
Daqui resulta que:

T(1,-1) = (T(1,=1)5 )" = (0,3)P1 = 0(1, 1) + 3(~1,0) = (=3,0).

Tem-se entdo,

Sorugio (Do EXERCiCIO 4.19).— Podemos considerar a base

B =((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))

no espaco de partida e a base canénica no espaco de chegada.A matriz que repre-
senta T relativamente a estas bases é a matriz
1 23
A= [2 4 4]
As linhas desta matriz sio independentes pelo que car(4) = 2 e nul(4) = 1.
Depreende-se deste resultado que dim(Im(7")) = 2 e dim(Nuc(T)) = 1. Como a
dimensdo da imagem iguala a dimensio do espacgo de chegada a transformacio é

sobrejectiva. Mas nio ¢ injectiva pois o respectivo nucleo nio é trivial.
A resposta correcta é assim a C). ¥

SoLugAo (DO EXERCICIO 4.20).—
(a) Tem-se:
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(b)
[T15 = 1B, BJAIB.. Bl = [B.. B AlB,. B]

[0 Lo 4 61 -1 0
[Tlp=5-1 -1 offo 5 21 -1 of
2 0 2Jfo 2 s8lf1 1 1

SoLu¢io (Do EXERCICIO 4.21).—

ou seja,

(a) A matriz pretendida é a matriz

-1 4 0
A=]10 -1 -8
0 0 1

A transformacio T é invertivel sse A é invertivel. A matriz A tem claramente

caracteristica 3, logo ¢ invertivel.

(b) Em termos de coordenadas na bas canénica de R,[f] estamos a procura de

BN

ou seja, procuramos uma solucio do sistema:

-1 4 0 1 -1 0 0] 25
0 -1 -8|-2{—-10 1 0]-6
0 0 1 1 0 0 1| 1

a que corresponde p(t) = 25 — 61 + 2. IZI

(a, b, c) tal que

SoLuGio (DO EXERCICIO 4.22).— A matriz pode construir-se conhecendo T'(u), T'(v)
e T(w) que sdo os vectores da base . Tem-se

2ut+tv=Tu—-0v)+TQRu+0v)=T(u—-0v)+ Qu+v)) =TQBu) =3T(u)
assim T'(u) = (2/3)u + (1/3)v. Por outro lado
2u=Tw—-v)=Tw) —T)=2Bu+ (1/3)v—-T().

pelo que T'(v) = (—4/3)u + (1/3)v. As coordenadas destes vectores na base f
ocupam as colunas da matriz pretendida pelo que a resposta correcta é a B). [A



