Semana 12
Determinantes

As seccdes marcadas com um asterisco (*) sdo seccdes contendo topicos
complementares, mais avancados, e ndo serdo leccionados no curso nem
serdo alvo de avaliacio.

5.1 O CASO DA DIMENSAO 2

Anocio de determinante de uma matriz, que iremos nas sec¢des seguintes definir
em termos gerais, possui um significado geométrico que queremos ilustrar de
forma mais detalhada na dimensao 2.

Um paralelogramo em R? é um conjunto de vectores da forma

{au+ pv | a,p€[0,1]},

onde u, v € R%. (Note-se que se o conjunto {u, v} for linearmente independente
entdo os vectores da forma au+ v estdo sobre uma mesma recta e o paralelogramo
obtido ¢ degenerado. Ou seja, s6 quando u e v s3o independentes se obtém uma
figura geométrica que corresponde a um paralelogramo genuino.)

Como uma transformacio linear preserva combinagdes lineares ela transforma
paralelogramos em paralelogramos, mais precisamente, se T : R? — R? ¢ linear
entao

T{au+pv|a,pel0,11}) = {aT@ + pT() | a, f € [0, 1]},

ou seja, se P é o paralelogramo determinado pelos vectores u e v entdo T'(P) é o
paralelogramos determinado pelos vectores T'(u) e T'(v).

Denotamos por P(u, v) o paralelogramo determinado pelos vectores u e v.

Os vectores da base canénica de R?, i.e. g = ((1,0),(0, 1)), definem um pa-
ralelogramo (na verdade um quadrado) cuja érea é 1. A imagem deste quadrado
através de T ¢ o paralelogramo determinado pelos vectores (a;,a,) = T(1,0) e
(by,by) =T(0,1). Arazdo entre as respectivas dreas ¢:

area(P((ay, ay), (b, b))
area(P((1,0), (0, 1))

= 4rea(P((ay, ay), (by, by))



e pode ser vista como o factor de dilatacdo do quadrado unitério através da trans-
formacio T.
Consideracdes geométricas simples revelam que

area(P((ay, ay), (by, b)) = layby — ayb,|.

Observe-se que considerando a base canénica de R?, a matriz que representa T

relativamente a essa base é precisamente a matriz:

T
a, b
DEFINICEO 5.1.— Seja A € R?2. O determinante de A que se denota det(A) ou | A
é:
|A| = det(A) := Aj jAyy — Ay By .

Porque nao definimos simplesmente det(A) = |A;;A;, — Ay By,|? A razdo
prende-se fundamentalmente com as propriedades de uma funcdo definida desta
forma. A nossa definicio permite-nos trabalhar com uma funcio que ¢ linear
nas linhas (e nas colunas) da matriz A e isso, como veremos na obtencdo de mé-
todos eficientes de cdlculo do determinante, mesmo quando o generalizarmos a

dimensdes superiores.‘ ' De qualquer forma, a nossa defini-
25 ¢do permite obter sem dificuldade a
TEOREMA 5.2.— A fungdo det : R™** — R é linear em cada linha da matriz A. Mais  érea do paralelogramo determinado

. Sory_ . _ pelos vectoresu = (A} 1,4, )¢
precisamente tém-se as seguintes relagoes: V= (A}, Ay,), que é | det(A)].

([ 7]) = ([2]) s (1]
i [ 2] =0 2] 0 (2]

De modo anilogo:
TeOREMA 5.3.— A fungdo det : R?*? - R ¢ linear em cada coluna da matriz A.

au + fv

av + fw

Mais precisamente tém-se as seguintes relagoes:

det([au+ﬂv W])zadet([u W])+ﬁdet([v W])

det ([u av+ﬂw]) = a det ([u V]) + fdet ([u w]) .
As seguintes propriedades do determinante podem verificar-se sem dificuldade
por inspeccio directa:
TEOREMA 5.4.— Consideremos matrizes A, B € R*%. Tem-se que:
1. det(AB) = det(A) det(B).
2. det(AT) = det(A).
3. A tem inversa se e so se det(A) # O e, neste caso, det(A_l) = (det(A))_l.

Ja mencionamos antes que se se (a;,a,), (b;,b,) € R? entio a area do parale-
logramo que este vectores determinam ¢ dada pelo médulo do determinante da

matriz
A= [“1 bl].
a, b



Uma vez que a ordem pela qual os dois vectores sdo fornecidos determina o
mesmo paralelogramo a mesma area pode ser dada pelo médulo do determinante

B=[b1 "1].
by a,

De facto, como se verifica sem dificuldade, det(A) = — det(B) pelo que conside-

da matriz

rando o respectivo médulo obtemos, como esperado, o mesmo valor para a drea
do paralelogramo.

Contudo a questdo impde-se: existird uma interpretacdo geométrica para o
facto de se ter det(A) = —det(B)? Para respondermos a questdo temos que con-
siderar as matrizes A e B na perspectiva de que elas representam uma transfor-
macio linear relativamente 4 base canénica de R? essas transformacdes lineares
sdo, respectivamente T,(x) = Ax e Tp(x) = Bx. Tendo em conta a constitui-
cdo das matrizes A e B, T4(1,0) = (a;,a,) e T4(0,1) = (b, b,), enquanto que
Tg(1,0) = (b, by) e Tg(0,1) = (a;, ay). Ora, para ir de (1, 0) para (0, 1) é preciso
rodar no sentido contrdrio aos poteiros do reldgio (o sentido positivo) e, dada
uma transformacao linear T, ou isso continua acontecer com T'(1,0) e T(0, 1) e
dizemos que T preserva a orientagdo ou entdo passamos a ter que rodar no sen-
tido dos ponteiros do reldgio e, nesse caso dizemos que 7T inverte a orientacio.
Ora a diferenca de sinal nos determinantes de A e B reflecte precisamente o facto
de uma transformacoes, T4 ou T, preserva a orientacdo e a outra inverte-a. De
facto, podemos até definir de uma forma natural a orientagdo de uma base orde-
nada de R? que é 1 ou —1, ou positiva ou negativa, respectivamente, de acordo

com o seguinte:

DeriNigAO 5.5.— Seja B = ((a;, ay), (by, by)) uma base ordenada de R2. A orienta-
¢do de B que se denota o(f) define-se:

([ )
oo ([ix 2])

Concluimos esta sec¢do com um facto interessante: dada uma matriz A ela repre-

o(p) =

senta na base canénica uma transformacio linear T tal que T'(1,0) = (A, 1, A, 1)
e T(0,1) = (A;,,Ay,). Vimos no inicio que | det(A)| € o quociente entre as
areas do paralelogramo determinado pelos vectores T'(1,0) e T'(0, 1) e do qua-
drado unitério (determinado pelos vectores (1, 0) e (0, 1)). Ou seja, relativamente
a transformacdo T', o | det(A)| constitui o factor pela qual a drea do quadrado uni-
tdrio ¢ multiplicada para que se obtenha a drea do paralelogramo que ¢ a imagem
por T desse mesmo quadrado.

O interessante é que este coeficiente ndo é uma caracteristica do quadrado
unitdrio, na realidade é uma caracteristica da proépria transformacio 7', ja que
para qualquer paralelogramo P se tem:

area(T'(P))

area(P) = | det(A)].



Para constatar este facto consideremos um paralelogramo, P, determinado pelos
vectores (ay, ay) € (B, p,). Tem-se entdo que:

det <[Z; 2])‘ = |y — a1,

T _ A Az o] _ [AL1a A0
@a) =1, 4 ~ A, 0+ A
| 421 2.2] |192] | A2,107 2,200

area(P) =

enganto que, tendo-se

A A [B1] _ [A11Br + A28,
T( , ) — 1,1 1,2 — R ,
R Ay Agn] | 2] [ Ay 181+ Ax o]

se tem:

area(T'(P))=

det ( [A1,10‘1 + A Ayb+ Al,zﬂz] )
Ayar+ Arpay Ay B+ Agnps

= [(Aj 01 + A1 20)(Ap 1 B1 + AgaBr) — (Ag ey + Agpa)(Ag 1By + AL 2| =

= A 1Ay a1 B + A1 Ag o0 Py + A2 Ag 100y + A p A 00 s
—(Ag A a1 By + Ay 1A 201 Py + Agp Ay 1ap By + App A s o) =

=|A1Ag 0y — Ay 1 Agpa1 Py + Ay 1 A p 0y ) — Ay 1 Agpao | =
= (A1 A2y — A1 Ay)a 1 fr — (A 1 Agp — Ay 1A )y =
=|A;140n — A Agplla By — x| =

= | det(A)| - area(P).

Pelo que,
area(T'(P))

drea(P) = | det(A)],

como se pretendia estabelecer.

Procedemos aos calculos anteriores tendo representado a transformacio linear
T : R? - R? nabase canénica de R?, mas na realidade poderfamos ter conside-
rado essa representacdo numa base qualquer. Se B é a matriz que representa T'
na base B de R? entdo A e B estdo relacionadas através da matriz de mudanca da
base B para a base canénica, f,, de R%, M = [B.,,, B da seguinte forma:

B=M"T1AM.
Mas entido tem-se

Bl = IM~'AM| = M7V [|AlIM| = ——|A||M] = |A].
| M|

DEFINIGAO 5.6.— Seja T : R? — R? um operador em R%2 O determinante de  *Recorde-se que um operador é uma
transformagcdo linear de um espago

T, que se representa det(T) ou |T'|, é o determinante de uma qualquer matriz que 4 préprio.

representa T relativamente a uma base ordenada de R>.

Na secc¢io seguinte iremos generalizar a no¢do de determinante a espacos K", para

n arbitrario.



5.2 O DETERMINANTE EM ESPACOS [K"

Vamos agora tentar usar algumas das propriedades do determinante que discuti-
mos na sec¢io precedente para o caso particular de R?, para tentar definir uma

funcio andloga para os espagos [K".
DeriNigAo 5.7.— Consideremos o espago K". O n-paralelogramo determinado pelos
vectores X1, ..., X, € o conjunto de vectores:

{axy + - +a,x,|a,...,a, €[0,1]}.

Anocio de n-paralelogramo estende assim a nocdo de paralelogramo a dimensoées
arbitraria. Note-se que um 3-paralelogramo corresponde ao que vulgarmente se
designa de paralelepipedo (eventualmente degenerado).

Queremos entdo usar a generalizacdo da nocao de determinante para medir as
n-reas dos n-paralelogramos.

TEOREMA 5.8.— Para cada n existe uma tinica fungdo,

w:: KX XK' > K
— —

nvezes

que satisfaz:
(1) paracadai=1,...,ntem-se
o(....,au; + pv;,...) = aw(...,u;,...) + fo(..., v, ...).

Ou seja, w é linear em cada um dos seus argumentos (ou como também se diz, é
multilinear). Visto que os valores de w sdo escalares, w nestas condigdes diz-se
uma forma multilinear.

(2) (... u;,... Ujy ) = =0, Uy, Uy ) (a forma ¢ alternada).
(3) Sendo B, = (ey, ... ,e,) a base candnica de K", tem-se:
w(ey,...,e,) =1

TEOREMA 5.9.— Seja w @ K" X -+ X K" — K a tinica forma linear alternada que
satisfaz as condigoes do teorema precedente. Se x; € Ly ({Xy, ..., X, }\{X;}), ouseja,
se um dos argumentos é combinagdo linear dos restantes, entdo w(xy, ..., x,) = 0.

DerINIGEO 5.10.— Dada uma matriz A € K™" o seu determinante define-se:
det(A) = w(Ay,, ..., A,,).
A partir da definicdo de w é possivel verificar que :
det(A) = w(Ay ..., A,) = 0(A, 1, ..., A, ).

Em particular det(A) = det(A").

Tendo em conta o resultado do teorema 5.9 se as linhas da matriz A forem
linearmente dependentes tem-se que det(A) = 0.

Podemos assim decidir se det(A) = 0 recorrendo ao método de eliminacio de
Gauss. Acontece que as propriedades de @ (descritas no teorema 5.8) sdo sufici-
entes para descrever a forma como as operacdes elementares afectam o determi-
nante de uma matriz. Como consequéncia deste facto é possivel usar o método

3 Uma vez mais, uma 3-drea é um
volume.



de eliminac¢do de Gauss para calcular o determinante de uma matriz (quadrada)

qualquer.
TEOREMA 5.11.— Seja A € K™

(1) Se B se obtém de A trocando duas linhas entdo |B| = —|A|.
(2) Se B se obtém de A trocando duas colunas entdo |B| = —|A].

(3) Se B se obtém de A, substituindo a linha i de A pelo resultado de lhe somar a
linha j # i, previamente multiplicada por a entdo | B| = | A|.

(4) Se B se obtém de A, substituindo a coluna i de A pelo resultado de lhe somar a

coluna j # i, previamente multiplicada por a entdo |B| = |A|.
(5) Se B resulta de A multiplicando a linha i de A por a # 0 entdo |B| = a|A|.

(6) Se B resulta de A multiplicando a coluna i de A por a # 0 entdo |B| = a|A|.

Tendo em conta o resultado precedente, usando o método de eliminacio de
Gauss, dada uma matriz A € K™ existe uma matriz B em escada de linhas e, por-
tanto, triangular superior, tal que |A| = a|B|, onde @ é um escalar conveniente.
Acontece que o determinante de uma matriz triangular se calcula trivialmente:
TeOREMA 5.12.— Seja A € K™ uma matriz triangular. Tem-se que

det(A) = Ay 1 Agn -+ Ay
Ou seja o determinante de uma matriz triangular é o produto das entradas da diago-
nal principal de A.

Exempro 1.— Calcular o determinante da matriz

01 2
A=(3 0 2
511
Lembremo-nos que |A| = |AT| o que na prética significa que podemos no cdlculo

do determinante usar simultaneamente operagdes sobre linhas e colunas durante
a eliminacio de Gauss. Dito isto tem-se:

01 2 1 0 2 1 0 2 1 2 0 1 2 0 1 2
30 2=-0 3 2(=-103 2|=0 2 3=-0 -1 5|=-={0 -1
511 1 51 05 -1 0 -1 5 0 2 3 0 0

através da sequéncia de operacdes: C; <> Cj; Ly — L; C; < C3; Ly, < Ls; e
Ly +2L,.
Tem-se entdo que |A| = 13.

LeMA 5.13.— Sejam A € K"™" e a € K. Nestas condigdes, | A| = a"|Al.

LeMaA 5.14.— Sejam E, A € K™, onde E ¢é uma matriz elementar. Nestas condi-
¢oes,
det(EA) = det(E)det(A).



DemMonsTrAGAO.— Comecemos por observar que os determinantes da matrizes
elementares sdo muito ficeis de calcular: E;(a) e E; ;(a) sdo triangulares. A di-
agonal da matriz E;(a) consiste de 1’s em todas as posi¢des, excepto na i-ésima
que contém o escalar a. Assim det(E;(a)) = a. No caso de E, ;(«) a diaginal é
composta exclusivamente de 1’s logo | E; ;j(@)| = 1. Quanto as matrizes de per-
mutacdo E, ; elas resuta, da identidade por troca de duas linhas logo det(E; ;) =
—det(1) = —1. O resultado ¢ agora claro tendo em conta que a multiplicacio
(a esquerda) de uma matriz elementar por uma matriz A, corresponde a efectuar
uma opera¢do do método de Gauss em A. Tendo em conta o efeito dessas opera-
¢oes no determinante de A conclui-se imediatamente que:

det(E; ;A) = — det(A) = det(E, ;) det(A);

det(E;(@)A) = adet(A) = det(E;(a)) det(A);

det(E; j(a)A) = det(A) = det(E; ;(a)) det(A),

como se pretendia, para concluir a demonstracio. 1

Podemos agora considerar o produto no caso geral.

TEOREMA 5.15.— Sejam A, B € K™". Tem-se que

det(AB) = det(A) det(B).

DEeMONSTRAGAO.— Se A ou B ¢é singular entdo, o mesmo sucede com AB e, nesse
caso a igualdade no enunciado vale trivialmente. Podemos entdo supor que A
nio é singular. Neste caso existe uma sequéncia de matrizes elementares tal que
A = E|E, - E,. Tem-se entio:
det(AB) = det(E| E, -+ E.B) = det(E,) det(E, --- E.B)

= det(E,) det(E,) -+~ det(E,B)

= det(E,) det(E,) -+~ det(E,) det(B)

= det(E; --- E,)det(A)

= det(A) det(B).

CoROLARIO 5.15.1.— Se A ndo ¢ singular entdo det(A'l) = 1/det(A).

DEMONsTRAGAO.— Da relacio AA™! = 1 resulta que det(A) det(A™") = det 1 =
1. Ou seja det(A'l) = 1/det(A), como se pretendia. IZI

Nio existe nenhuma lei geral que nos permita calcular det(A + B) em funcio de
det(A) e det(B).

5.3 COFACTORES EXPANSAO DE LAPLACE.

Ja vimos antes como podemos usar o método de eliminac¢do de Gauss para calcu-
lar determinantes. Até agora e em termos praticos esta ¢ a inica forma de calcular
determinantes. Usar directamente a defini¢do torna-se impraticavel pois .S, tem
n! elementos um numero que se torna rapidamente demasiado grande até para o
mais potente dos computadores. Existe um segundo método, que iremos descre-
ver nesta seccio, e que explora a possibilidade de calcular determinantes de forma



recorrente reduzindo o cdlculo de um determinante de uma matriz de ordem n
ao célculo de n determinantes de ordem n — 1 até reduzir tudo ao célculo de de-
terminantes de ordem 2 que se calculam sem dificuldade recorrendo a igualdade:

a b

c d =ad — bc.

Consideremos uma matriz A € K™". Cada posi¢do da matriz determina um
menor de A que se denota por A%/ e que é a matriz que se obtém de A suprimindo
alinhai e a coluna j. Cada posicio (i, j) da matriz determina ainda o cofator (i, j)
que € cof; ;(A) ou simplesmente cof; ; quando A ¢ clara no contexto. A definicao
¢ a seguinte: cof; ;(A) = (=1)"*/ det(A"7).

TEOREMA 5.16 (DESENVOLVIMENTOS DE LAPLACE).— Seja A € K™ tem-se que:

n n
det(A) = ) A, jcof, ;(A) = )" A, jcof, ;(A)
j=1 i=1
A primeira soma corresponde ao denominado desenvolvimento ao longo da linha i
(e 0 segundo diz-se o desenvolvimento ao longo da coluna j. Os desenvolvimentos
descritos nestas férmulas podem ser feitos ao longo de qualquer linha ou de qualquer
coluna.

DEeMONSTRAGAO.— Sabemos que:

det(A) = Z 66A1,O'(1) Ar,o-(r) An,a(n)
cES),

n
= Z A, Z €A1 (1) " Ar1o(—1)%r+1.00+1) " Anon)
s=1 o€&€S,,0(r)=s

Onde, o indice da segunda soma: 6 € S,,0(r) = s se refere as permutagoes
o € S, que transformam r em s. Seja:

A= Z €A1 o(1) " Aro1o(—1)r+1.00+1) " Ano(n):
c€E€S,,0(r)=s

Desta forma, det(A) = Y.\_, A, A, ;. Uma expressdo que é valida, independente-
mente da linha r que se fixe previamente. Fixando a primeira linha de A obtemos:
det(A) = A A} | + A pA], + -+ A LA
Analisando mais detalhadamente os Ai,s nesta expressio constatamos o seguinte:
Al = Z €542 502) * Apon)-

oS, o(1)=1

No calculo das parcelas desta soma intervém exclusivamente os termos da matriz
que ndo se encontram nem na linha 1 nem na coluna 1 (a linha e a coluna determi-
nadas pela inica entrada que multiplica pela soma, neste caso A; ;). Cada entrada
de A ocorre numa linha e numa coluna de A e, suprimindo na matriz essa linha
e essa coluna, obtém-se uma matriz de ordem (n — 1) que, como referimos no
inicio da seccdo se designa de menor-(i, j) de A e denota A% Observe-se que
as entradas de A1V se podem discriminar de acordo com o seguinte:

(R .
A= Ain 1<i,j<n=-1).



Podemos ainda associar a cada permutacio o € .S, tal que (1) = 1 uma permu-
tacdo = € .S,_, definida por

t(i)=0c(+1)—1 1<i<n-1).
Observe-se que como (1) = 1, o numero de inversdes de ¢ ¢ o mesmo que o
de 7 pelo que ¢, = ¢,. Além disso quando o percorre todas as permutacdes em

S, tais que o(1) = 1 se tem que 7 percorre todas as permutagdes de S,_;. Feitas
estas consideracoes tem-se:

Ai,l = Z EO'AZ,O'(Z) An,o‘(n)

c€S,,o(1)=1

_ WLy Ll (LD)
= 2 €A " Al rnry = det(AT ).
TES,

n—1

Podemos agora calcular um qualquer A;  reduzindo a situagao a esta que acaba-
mos de descrever. De facto calcular APrime, ; corresponde a calcular B{’l onde
B ¢é a matriz que resulta de A trocando a linha r coma linha s e a coluna s com a
coluna 1. Se fizermos isso preservando em B a ordem que as colunas possufam
em A e analogamente para as colunas, entdo o processo envolve r — 1 trocas de

linhas e s — 1 trocas de colunas. Tem-se entdo que
det(B) = (=)= det(A) = (=172 det(A) = (= 1) det(A),
ou seja
n n
D By ;B =(-1)* D AALL (5.1)
j=1 j=1

Observe-se que os By ; € 0s A, ; s30 0s mesmos embora nio sejam indexados da
mesma forma.# Observe-se ainda que, se em A substituirmos todas as entradas da
da forma A, ; com j # s por zeros, obtendo a matriz C entio C, ; = A, ;. Assim,
e visto que estamos nesta altura apenas a tentar determinar A, ; vamos supor que
todas as entradas da linha r de A sdo nulas sempre que nio estejam na coluna s.

Neste caso a equacio (5.1) fica:
Bl,lBi 1= (_1)r+sAr,sA;',s
e como By | = A, ; resulta que:

A;,s = (_1)r+sBi’1 = (-1 det(B(l’l)) = (=1 de'[(A(r’S)),

“Eg By =A,,.

o que ¢ suficiente para concluir a demonstracio uma vez que o produto (—1)"** det(A"))

é precisamente cof; ;(A). Quanto ao desenvolvimento por colunas ele obtém-se
a partir deste por transposicao. ¥

Dados 1 < i, j, < n(onde n € N) definimos:

1 (sei=})
5 =
P00 Gei#))

COROLARIO 5.16.1.— Seja A € K™". Tem-se que:

n n
D AGAL =6, det(A) e D A LAl =35, det(A).
r

s=1
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DemoNsTRAGAO.— Basta estabelecer uma relacio, tal como anteriormente a outra
obtém-se por transposicdo. O caso em que k = é precisamente o resultado do
teorema precedente e assim consideraremos apenas o caso em k # r. Neste caso,
consideremos a matriz B que se obtém de A substituindo em A a sua r-ésima
linha, pela sua k-ésima linha. Observe-se que B tem duas linhas iguais e, por isso
det(B) = 0. Tem-se entio:

n n n
0= det(B) = Z Br,sB;,s = Z Br,sAr,',s = Z Ak,sA;,s’
= s=1 s=1

s=1

concluindo-se assim a demonstracio. |

Exempro 2.— Calcular det(A) dendo

1 0 0 —1

0 -1 0 1
A=l 1 1 -

1 =1 0 0

Recorremos ao desenvolvimento de Laplace ao longo da terceira coluna da ma-
triz (apenas uma entrada nesta coluna nio ¢ nula o que significa que o desenvol-
vimento de Laplace tera, neste caso, uma unica parcela—as outras anulam-se!).

Tem-se:
1 0 =1 |1 0 -1
det(A)=1-=D*30 -1 1|=|0 -1 1
1 -1 0 1 -1 0

Podemos prosseguir os célculos, escolhendo um desenvolvimento ao longo de
uma linha ou de uma coluna, escolhendo (para efeitos praticos e de economia de
célculos) uma linha ou uma coluna com um nimero maximo de zeros. Existem
varias possibilidades, optamos pela coluna 1. Assim:

1 0 -1 B . 0 1
det(A)=10 -1 1|=1-(=D'*! F1-(=1)*!
-1 0 -1 1
1 -1 0
e, finalmente
-1 1 0o -1
det(A) = _1 O‘+‘—1 1’:1—1:0

5.4 MaTRIZ ADJUNTA

Dada uma matriz A € K™" a matriz dos cofatores de A é a matriz do mesmo tipo,
que se denota (Cof A) e que se define:

A matriz adjunta de A é a matriz que se denota (Adj A) e se define:

(Adj A) = (Cof A)T.

TeOREMA 5.17.— Seja A € K™ ". Tem-se a seguinte relagdo:

A(Adj A) = (Adj A)A = det(A)1.



Em particular, se A ndo ¢ singular (i.e. det(A) # 0) entdo:

o1 .
A _det(A)(Ad]A).

DEMONSTRAGAO.— As primeira igualdade obtém-se directamente a partir da de-
finicio de produto de matrizes, notando que 1 = [§; ;] e usando as relacdes
Yoot AksAy . = 8. det(A) e 31 A, AL = 5, det(A) estabelecidas no coro-
lario 5.16.1. (Observe-se que, tendo em conta a notacio, A, ; = cof, ((A).)

A segunda relagdo decorre da unicidade da inversa e do do facto de, no caso
de se ter det(A) # O, resultar da primeira relagao que:

1 .
Tap A =T

ou seja, A~! = (det(A))"!(Adj A). %

Enfatizamos o facto de as relagdes A(Adj A) = 1 e (Adj A)A = det(A)T perma-
necerem validas em qualquer caso, mesmo quando a matriz A é singular.
Estes resultados fornecem mais uma caracterizacdo da caracteristica de uma

matriz.

TEOREMA 5.18.— Sejam A € K™ e r 0 maior natural tal que existe uma sub-matriz
B € K™ com det(B) # 0. Tem-se que car(A) = r.

Uma sub-matriz de A € K™ é uma matriz B que se obtém da seguinte forma:
fixamos linhas de A: 1 <i; <i, < - <ip <mecolunas 1 < j; < j, < -+ <

ji<ne:
gy iy T Y
B =% gy 7 G|
Qg1 Yiggn 7 i
(Ver figura 5.1.)

DEMONSTRAGAO.— Se B € K™ ¢ uma sub-matriz de A e det(B) # 0 entdo as
linhas de B sio linearmente independentes. Neste caso as linhas originais de A
que contém as linhas de B sdo igualmente linearmente independentes e assim,

car(A) > r.

Ja sabemos que car(A) coincide com dim(EC(A)) = dim(EL(A)).

Supondo que car(A) = r. Fixando r linhas linearmente independentes de A
e r cplunas linearmente independentes de A, as entradas que elas determinam,
definem uma sub-matriz B € K™ cujas linhas e colunas sio todas linearmente
independentes e, por isso, det(B) # 0. 1

Figura 5.1: Uma sub-matriz 4 X 4.

II
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5.5 ExErcicios

ProBLEMA 5.1.— Use as propriedades do determinante relativas a operacdes ele-

mentares sobre as linhas de uma matriz, para verificar as igualdades:

0 0 0 d 00
0 0 c e 00
() 0 b [ g = abcd,; (b)(0 0O
a h i j 0 b
a h
ProBrEMA 5.2.— Considere a matriz:
a b ¢
A=|d e f
g h i

tal que det(A) = —7. Calcule:

(a) det(3A);  (b) det2A™Y); (o) det(24)™1);

ProBLEMA 5.3.— Para cada uma das matrizes, A, determine os valores do parame-
tro A € R para os quais a matriz A — A1 néo ¢ invertivel.

2 3 0 1

wa=|2 3| wa=| gloa-

ProBLEMA 5.4.— Sem calcular explicitamente o determinante, mostre que para

x =0e x =2 setem que:
x> 2

S = ¥

2
0 -3

ProBLEMA 5.5.— Sem calcular explicitamente o determinante mostre que:

b+c c+a b+a
a b c
1 1 1

0

~ % 0 O

=0.

0

~. 00 o

k
l
m| = abcbdk.
p
u
a g
(d)det|b h
c i

ProBLEMA 5.6.— Sem calcular explicitamente o determinante escreva:

a1+b1 C1+d1
02+b2 Cz+d2

como uma soma de quatro determinantes em cujas entradas nao figurem adi¢es.

ProBLEMA 5.7.— Diga, justificando, se é ou nido verdadeira a igualdade:

det(A + B) = det(A) + det(B).

ProBLEMA 5.8.— Sem calcular os determinantes mostre que se tém as seguintes

igualdades:

d
e

f

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD



(@)
a by a+b+¢ a b
a, by ay+by+cy|=la, b
az; by az+by+cy ay by
(b)
a+b; a —-b; ¢ a b
a+by ay—b, ¢yl =-2lay, b,
az+b; az—b; c3 a; bs

ProBLEMA 5.9.— Considere a seguinte lista de igualdades.

a b O
[ld 0 c|=al f5+d12’ _05+2(b) 0,
2 2 -5 ‘
0 0 b
oo 5 Cade 2 b
2 a -3
0 a -5
b ¢ 0 a [0 a
mibs c¢ d =—5‘ —d‘ +‘ .
40 1 -4 0 -4 0| |[b ¢
Qual a lista completa das igualdades correctas?
A)IL; B)II C)I D)lell
ProBrEMA 5.10.— Considere a matriz:
0 100
-1 010
M=o 10 1]
0 020

(a) Calcule det(M);
(b) Calcule det(2M), det2M ") e det(2M)~1).
() Diga qual é a entrada (3,4) da matriz M~".

ProBLEMA 5.11.— Sejam A € R e

A A A
A+1 A+2 143
2A+1 2442 21

A=

Qual o valor de A.
A) —A(10A+9); B)-34 C)-i(4+2); D)-4°

ProBLEMA 5.12.— Sejam A € Re

Qual o valor de A.

AA-DA=2)(A1+4); B UL-DA=-2)A-4); CUA+DA-2)(1+4);

D) (A+ 1)(A+2)(4—4).

S
%)
%]

1

%)
C3

I3

©AL

© ESD

©AL

©AL
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ProBLEMA 5.13.— Verifique que as matrizes A e B sdo invertiveis, onde:

1 0 2 210
A=|1 -1 1 B=|3 0 1
3 0 1 4 10

(@) det(A’2B)™");
(b) det(AT BA);
(c) det(A +2B);
(d) det(tr(B)A).

Calcule:

ProBLEMA 5.14.— Para a € R, verifique a igualdade seguinte:

1 1 1 1

a a+1 2 20 5
a a+1 a+2 3 | ¢
a a+1 a+2 a+3

ProBLEMA 5.15.— Use o desenvolvimento de Laplace para calcular os determinan-

tes das matrizes seguintes:

2 5 10 510 2
50 2
0 3 21 321 -1
Ol S 20 ®lo2o of (C)k);_ll}
-1 0 32 032 1

Além disso, calcule as inversas de A e C usando a férmula da inversa que envolve

a matriz dos cofactores.

ProBLEMA 5.16.— Resolva os seguintes sistemas recorrendo a regra de Cramer.

2 4 x1—3x2+x3 =4
x| —2x, =
@< T (b) 92x; — xy = =2
2x1—x2=—2
4x1—3x3=—2
ProBLEMA 5.17.— Resolva as equagdes:
Lo c1x s
@0 -1 1|=0; (b)xxlx:O'
1 0 2
x x x 1
ProBLEMA 5.18.— Seja
1 2 2 1
0 3 12
Cof D=1y 0 3 1
00 0 2

(a) Use a férmula A(Adj A) = det(A)T para calcular det(A).
(b) Calcule a entrada (3, 2) da inversa.
ProBLEMA 5.19.— Seja

(Cof A) = [_11 g]

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD



(2) Use a formula A(Cof A) = det(A)T para calcular det(A).

(b) Determine a inversa de A.

ProBrEMA 5.20.— Considere a matriz ©ESD
11 3 4
0 0 b a a b
A=lo 0 a | ¢ | d‘ =3
21 2 1

Indique a resposta correcta:

A)det(A) = =3; B)det(A) = —6; C)det(A)=-9; D)det(A)= 12.

15
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5.6 PERMUTAGOES

Denotamos por n o conjunton := {1, ..., n}. O conjunto S, consiste nas funcoes
6 : n — n que sio bijectivas. Os elementos de S, também se designam de
permutagdes de n.

DEFINIGAO 5.19.— Seja o € S, (com n > 2)

(@) o diz-se um ciclo se existem i| < --+ < i) todos em n tais que,
(@ o(x)=xparaxen\ {i|,...,i; };
(b) o(i;)=ij . paraj=1,-,k—1;
(©) o(ip) =i
Um tal o representa-se na forma (i; -+ iy).

(b) o € S, diz-se uma transposicdo se existem 1 < i < j < n de tal forma que
o(i) = j,o(j) =ie se k #i,jentdo, o(k) = k i.e. uma transposicdo troca
dois elementos de n e deixa todos os outros fixos.

(¢) Uma transposicdo que permuta dois niimeros consecutivos, i e i + 1 designa-se
de transposi¢do bdsica.

A funcdo 1 : n — n definida por 1(k) = k para todo o k € n é uma permutacio

(denomina-se de identidade). Se o é uma transposicio entdo claramente 6o = 1.

Em geral, representamos uma permutac¢io o € .S, na seguinte forma:

1 2 oo i oo n
o =
o(l) ¢2) - o@) - o
Claramente, se 6,7 € S, entdo o o 7 € .S,. (Neste contexto omitimos em geral o
sinal de composi¢do, escrevendo 67 em lugar de escrever o  7.) Por outro lado,

se ¢ € §, entdo o !

€ §,. Lembramos ainda que a composicio de fungdes
nio é comutativa (em geral) mas é associativa i.e. (67)0 = o(70).> Embora a
composicdo de permutacdes ndo seja comutativa em geral, a composicdo de ciclos

disjuntos comuta.

DEFINIGAO 5.20.— Sejam ¢ = (iy, ..., i) e T = (jy, ..., j,) dois ciclos em S,. Estes

ciclos dizem-se disjuntos se os conjuntos {iy,...,i,} e {jj,...
i.e., {il’ ’ik} N {jl’ ’jk} = @.

. Ji } forem disjuntos

LeMA 5.21.— Se 0,7 € S, sdo siclos disjuntos, entdo 6t = 0.
DEMONSTRAGAO.—

Observe-se que as transposicdes sdo casos particulares de ciclos.
LEma 5.22.— Tem-se que |.S,| = n!.

DEMONSTRAGAO.—

LeMa 5.23.— Suponhamos que n > 2. Qualquer = € S, pode ser escrito como um
composigdo de ciclos disjuntos.

> Consideremos um triplo (X, *, 1)
ondel € X # @e*xéuma
operacdo bindria em X i.e., uma
funcio* : X X X —» X. Como

é tradicio no caso das operacoes
binérias, em vez de escrevermos

x * y em lugar de escrever *(x, y)

e, quando ¢ claro no contexto a

que operacdo nos estamos a referir,
simplificamos ainda mais a notacao,
escrevendo simplesmente xy no lugar
de x % y. O triplo (X, #, 1) diz-se um
grupo se:

@ (xy)z=x(y2);

(2) (Vx)xT =1x=x;

() (v)@y)xy=yx=1.
O elemento y que, para cada x
satisfaz xy = yx = 1 é Gnico pois
admitindo que y’ também satisfazia a
mesma relaco ter-se-ia

y=yl=yxy)=0xpy' =1y =y
Dada a unicidade de y relativamente
a x dizemos que y é o inverso de x e
denotamo-lo por x~! relativamente

a operacio *. O elemento especial

1 também tem uma denominacio
especial, diz-se o elemento neutro

do grupo. (Observe-se que nenhum
outro elemento do grupo pode
satisfazer a propriedade (2) dado que
se T também satisfizesse (2) entio

1 =11 porque 1 satisfaz (2) e 11 = 1,



LEMA 5.24.— Suponhamos que n > 2. Qualquer = € S, pode ser escrito como um
composigdo de transposigdes.

LEMA 5.25.— Tem-se que qualquer transposicdo pode ser escrita como uma composi-
¢do de transposicdes bdsicas.

CoROLARIO 5.25..— Suponhamos que n > 2. Qualquer # € S, pode ser escrito
como um composi¢do de transposigoes bdsicas.

Cada permutacdo o € S, possui um sinal que se denota por sgn(o) e, sgn(c) €
{—1,1}. A determinacdo desse sinal ¢ feita de acordo com o seguinte processo.

DErINIGAO 5.26.— Consideremos n > 2. Seja A : 7" — Z a fungdo definida por:
Ay, .x)= ] Gi=x).

1<i<j<n

Este polinomio diz-se o discriminante de (x, ..., x,,).

Se A(xy, ..., x,) é o discriminante de (x, ..., x,,) entdo, cada permutacio o € S,
permite-nos transformar A(x, ..., x,) obtendo o polinémio A (xy,...,x,) de

acordo com

Ao.(xl, ceey xn) = A(xa(l), ceey xo.(n)) = H (xO'(i) - xo.(j)).

1<i<j<n

ExemprLo 3.— Consideremos
S3={1,(12),(13),(23),(123),(132)}
e o discriminante A(xy, Xy, X3) = (x; — X5)(x| — X3)(X5 — X3).
TEOREMA 5.27.— Se 0 € S, é uma transposi¢do de n entdo
Ay(xqy .oy x,) = =Axq, ..., X,).
Assim, se 0 = 7, -+ T € uma composi¢do de transposicdes tem-se que:
Ay(xyyeeyx,) = (D A, ..., X)),

DEFINIGAO 5.28.— De acordo com o resultado anterior e com o facto de qualquer
o € S, se poder escrever de modo tinico (a menos da ordem da composigdo) como
uma composigdo de transposicoes, resulta que podemos definir:

sgn(o) = (—1)
onde o é uma composigdo de transposi¢des da forma: ¢ = 7, -+ 7.

LeMA 5.29.— Seja o € S,,. Tem-se que sgn(c) = —1 se e so se a decomposi¢do de o
em ciclos disjuntos contém um niimero impar de ciclos de comprimento par.

DEMONSTRAGAO.—

Uma forma pratica de calcular o sinal de uma permutacio ¢ € S, consiste em

determinar o numero de inversées promovidas por o.

DEFINIGRO 5.30.— Seja 6 € S,,. Uma inversdo promovida por o é um par (i, j) com
1 <i < j < ntalqueo(i) > o(j). O nimero de inversoes promovidas por uma

permutagdo o denota-se por 1(c).

LEMaA 5.31.— Seja o € S,,. Tem-se que sgn(c) = (—1)1(").

7
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5.7 A EXISTENCIA DO DETERMINANTE

5.7.1 FORMAS n-LINEARES ALTERNADAS
DEFINIGAO 5.32.— Seja V' um espago linear sobre K tal que dim(V') = n. Uma forma
n-linear alternada em V' é uma fungdo A : V" — K que satisfaz:
(1) A élinear em cada argumento i.e.,
AXy, oo ou4pvy, .0 X,) = aAXy, ..U e X)) AKX, L Y LX),

(2 AXps ooy Xy eee s Xy s X)) = =AX Y, e, Xy oo, Xy o5 Xy), para 1 < i <

j<n
Da definicio resultam imediatamente algumas propriedades relevantes:

TEOREMA 5.33.— Suponhamos que V' é um espaco linear sobre K tal que dim(V') = n
e que A € uma forma n-linear alternada em V. Tem-se:
(1) Sec €8, entdo A(Xy(1)s -+ > Xp(m) = SENO)A(XY, ..., X,);
(2) Axy,...,u,...,1,...,%,) =0, onde o vector u ocupa as posigdes de i-ésimo e
Jj-ésimo argumentos (1 <i < j < n).
(3) Sexy,...,x, sdo linearmente dependentes entdo A(x, ...,x,) = 0.

(4) Tem-se que:

@ AKp, oo X+ AKXy X)) = AR, e Xy e Xy, X

(b) AXps-eees Xy e X Ay 5 X)) =AY, e Xy e Xy, Xy,
ondel <i<j<n.
DEMONSTRAGAO.—

Fixemos agora uma base g = (ey,...,e,) de V. Dados x, ...,X, € V existem
escalares &; j (onde 1 < i, j < n) tais que
(Xj)ﬁ = (fl’ja 7‘):;1,]')'
Usando a n-linearidade de A, constata-se que
A A,
AP oaX) = DL 5 Ay ey ), (5.2)
(4)

onde (4) = (44,...,4,) é uma permuta¢do da sequéncia (1, ...,n), ou seja, da
forma (6(1), ...,0(n)) onde ¢ € S,. A relacdo (5.2) pode entdo reescrever-se na

forma:
1
AXpsoen s Xy) = Z ff( = fs(n)A(ea(l)a w2 €4 (n)- (53)
cES,
Ora, ja vimos anteriormente que A(€ (1), - » €5(n)) = SEN(G)A(ey, ... , €,). Assim,
(5.3) pode ainda reescrever-se:
1
NG S EYNCRN AN sgn(o)E] " - g™ (5.4)

cES,



TEOREMA 5.34.— Sejam, V um espaco linear sobre K de dimensdo n e A uma forma
n-linear alternada sobre V, ndo trivial i.e. que ndo ¢ identicamente nula em V",
Nestas condigoes, dados vectores Xy, ... ,X, € V tem-se que A(Xy,...,X,) = Osee
s0 se os vectores X, ..., X, sdo linearmente dependentes.

DEMONSTRAGAO.— J4 vimos que se os vectores X, ..., X,, s30 linearmente depen-
dentes entdo A(xy, ..., x,) = 0. Por outro lado, a rela¢do (5.4) mostra que se uma
forma se anula numa base ela é trivial, ou seja, se ndo é trivial ndo se anula em
nenhuma base e quaisquer n vectores linearmente independentes em V' s3o uma
base de V. %

Um outro facto interessante envolvendo formas n-lineares alternadas ¢ que existe
essencialmente um unico de tais objectos mais precisamente, dadas duas de tais
formas elas diferem por um factor escalar (num sentido que tornaremos preciso
ja de seguida).

Suponhamos que A e V sdo duas formas n-lineares nio triviais sobre V" onde
fixamos uma base f = (e, ...,e,). Como entretanto estabelecemos, dados x; €
V' com vectores de coordenadas (x;) =1 s 80 ) (1 < j < n)sio validas as

relacoes:
1
AKp oo X,) = Aeys o e,) Y sen(e)gy - en®
c€ES,
e
1
Vxp oo X)) = Viep, o e,) Y sen(@)g) .
c€ES,
Como estamos a assumir que V ¢ ndo trivial tem-se que V(e,...,e,) # 0 pelo
que, considerando
Aeq,....e,)

a =
V(eq,...,€,)
obtemos que A(xy,...,x,) = aV(Xy,...,X,). Como esta igualdade vale para
quaisquer X, ..., X, escrevemos A = a'V.

Destas consideracdes resulta entdo que, uma vez fixada uma forma n-linear
alternada, ndo trivial, sobre V, todas as outras se obtém desta, multiplicando-a
por um escalar.

Chegados a este ponto coloca-se naturalmente o problema da existéncia de for-
mas n-lineares alternadas nao triviais. Para responder a esta questdo observamos
que se existe uma forma nestas condi¢des entdo existe certamente uma, A, tal que
A(p) = 1, ou seja, nesse caso, e considerando que para cada 1 < j < n se tem
(x)g=1(&1 )55 6, funcio

A(x) = Z €5€1.6(1) " Sno(n)
o
seria uma forma n-linear, alternada, e nio trivial. Assim, resta-nos estabelecer que
este ¢ efectivamente o caso.

TEOREMA 5.35.— Sejam, V' um espago linear sobre [ e p = (e, ..., e,) uma base de
V. Afungdo A : V" — K definida por

A = Y &1 o0ty Enotn

o

19
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onde, para cada 1 < i < n, (§;,1,...,¢&;,) € o vector de coordenadas de x; na base
B, é uma forma n-linear, alternada e ndo trivial.

DemonsTrRAGAO.— Naio ¢ dificil constatar que A tal como ¢ definida no enunciado
é n-linear. Além disso ndo é trivial pois A(B) = 1 (todos os termos da soma se
anulam excepto o termo £¢; | -+- &, , que éigual a 1 pois neste caso o é aidentidade
e o respectivo sinal é 1).

Finalmente temos que mostrar que é alternada. Mostraremos um facto equiva-
lente. Seja v € .S, uma permutacio de {1, ...,n}. Tem-se:

AXp(1)ys oo s Xpn) = Z €58 (1),0(e(1)) " é’:((;)(n)).
o

Podemos rearranjar os termos de modo a que surjam pela ordem natural e assim
obter:

0'1'_1(1) Gr_l(n)
AGy(1ys o> Xen) = D €587 eogor

c
Observe-se que o percorre todas as permutacdes possiveis em .S, entdo os termos
0 = o7~ ! também percorrem todas as possiveis permutacées em .S,. Além disso,

€5 = €y = E,€,. Assim:
o(l) o(n)
AXy(1ys +ev s Xpm) = &¢ Z €o6] v 8n | = EAX, LX)
0
Isto conclui a demonstracio. |Z|

5.7.2 O DETERMINANTE DE UMA TRANSFORMA(;AO LINEAR

Sejam, T : V' — V uma transformacio linear e f = (e, ... ,e,) uma base orde-
nada de V. Se consideramos uma forma n-linear, A, alternada e nio trivial em V'
constata-se sem dificuldade que A : V" — K definida por

Ar(xq,...,%x,) = AT (xq), ..., T(x,))

é também uma forma n-linear, alternada e nio trivial sobre V. Como duas formas
deste tipo, sobre um mesmo espaco, coincidem a menos de um factor escalar,
tem-se que Ay = @A, para um certo a # 0.

A primeira observacio interessante que pdoe ser feita acerca deste escalar é
que ele nio depende da escolha particular da forma A. Com efeito, se V é outra
forma deste tipo tem-se, para um certo escalar 4, que V = AA e assim:

V; = AAp = daA = a(1A) = aV.
Estes factos justificam a seguinte defini¢o:

DEFINIGAO 5.36.— Seja T : V' — V uma transformagdo linear. O determinante de
T, que se denota det(T') ou por |T| define-se:

Ar(B)

IT| = det(T) = AQp)

onde B é uma base ordenada de V.

Tendo em conta a defini¢do anterior, Ay = det(T)A e det(T') é o Gnico escalar a
tal que Ap = aA.
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Em particular, temos
A(T(p)) = det(T)A()

pelo que, se T é um automorfismo, se tem que os vectores T'(B) = (T'(e;), ..., T'(e,))

constituem uma base de V. Desta forma tem-se que A(T(B)) # 0 (pois, como

vimos antes, uma forma n-linear, alternada e nio trivial nio se anula em nenhuma

base de V). Desta forma, conclui-se imediatamente que det(T’) # 0.
Inversamente, suponhamos que det(7T") # 0. Tem-se entdo que

A(T(B)) = det(T)A(B) # 0.
Tem-se entdo que os vectores em T'(f) sdo linearmente independentes e, desta

forma T ¢é um automorfismo. Acabdmos de estabelecer o seguinte:

TEOREMA 5.37.— Seja T : V — V uma transformagdo linear. Tem-se que T € um
automorfismo se e s6 se det(T') # 0.

Consideremos agora duas transformacdes lineares S,7 : V' — V. Neste caso
ST : V — V ¢ linear. Tem-se, neste caso, o seguinte:

A(ST (X)) = det(S)A(T(x)) = det(S) det(T)A(x).

Isto permite estabelecer o seguinte:

TEOREMA 5.38.— Sejam S, T : V — V, transformagoes lineares. Tem-se que:

det(ST) = det(S) det(T).

COROLARIO 5.38..— Seja S : V — V linear. Se S ¢é invertivel entdo det(S™') =
det(S)~L.

DemoNsTRAGAO.— Tem-se nestas condi¢des que
1 = det(1) = det(SS™") = det(:S) det(S™H).

Conclui-se desta forma que
1
det(A)’

como se pretendia. |

det(S™") =

5.7.3 DETERMINANTE DE UMA MATRIZ

Consideremos um espaco linear V' e uma base ordenada f = (ey, ...,e,) de V,
bem como uma transformacao linear T : V' — V. Relativamente a base f, seja
A = [T']g a matriz que representa T'. Tem-se entdo que:

n
=l

Temos assim que:

A(T(ey),.... T(e)= A A 1€ 20 Ajne)
=Aey,...5€,) Xy E5A16(1) " Anon)
=det(T)A(eq, ..., ¢€,).
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Dagqui resulta que:
det(T) = Z €6 A16(1) " Ano(n

c

Ou seja o determinante de 7" pode ser expresso em termos das componentes de
uma matriz que represente 7' numa base de V.
Aproveitamos este facto para definir o determinante de uma matriz A € K™".

DEFINIGAO 5.39.— Seja A € K™ uma matriz. O determinante de A, que se denota
det(A) ou | A| define-se:

|A| = det(A) = Z 56‘41,5(1) An’a(n).

o

Tendo em conta a defini¢do anterior tem-se que:
det(T') = det([T']g,

qualquer que seja B. Além disso, também se tem, para quaisquer A, B € K™".

(1) det(AB) = det(A) det(B); e,
(2) det(A™!) = (det(A) .

O determinante de uma matriz A pode ser visto como uma funcio das linhas da
matriz A. Se Fixarmos a base candnica em K e considerarmos a transformacio
linear T : K" — K" onde T'(e ;) = A;, entdo, considerando a forma n-linear,
alternada e ndo trivial que assume o valor 1 nesta base tem-se:

AAy,, ... A, ) = AT (e, ... e,) = det(T).

Tem-se entdo que
det(A) =A(A,, ..., A

n,ast)

constatando-se assim que det(A) é uma funcio das linas da matriz A.

Um argumento inteiramente analogo mostra que det(A) é fun¢do das colunas
de A.

Além disso, como a transformacdo T' que consideramos no caso das linhas ¢é
representada pela matriz AT também se conclui imediatamente que det(A) =
det(A").

5.7.4 COFATORES

Se numa matriz A € K™ substituirmos a entrada A, ; por 1 e as restantes entra-
das na linha i e na coluna j por 0 obtemos a matriz A%/

[ A 0 Ay 00 A o Ay |
o Aisin o Aicjor 0 A o Aisig
AN = 0 0 1 0 0

Ai+1,1 Ai+1,j—1 0 Ai+1,j+1 Ai+1,n

L An,l An,j—l 0 An,j+1 An,n i
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DEFINIGAO 5.40.— Dada uma matriz A € K™, o cofactor de ordem i,j de A.
denota-se cof; ;(A) e é:
cof; ;(A) = det(A")).

Observe-se que

COfl’j(A) = A(Al’*, ey Ai—l,*’ CJ, Ai+1,*’ e ,A

n,*

onde ¢; denota o j-ésimo vector da base canonica de K"
Multiplicando cada uma das entradas da linha i pelos respectivos cofactores
obtemos:

Zj Al,jCOfl,j(A)z A(Al,*’ cee Ai—l,*’ Zj AI’JCJ, Ai+l,*’ cee g An,*>
= A(Al,*""’A[—l,*’Ai,*’Ai+1,*’""An,*)
= det(A).

DEFINIGAO 5.41.— A adjunta da matriz A que se denota por Adj(A) € a transposta
da matriz dos cofatores i.e.

Adj(A) = [cof, ;(A)]".

TEOREMA 5.42.— Seja A € K™ uma matriz. Tem-se que:

AAdj(A) = |A|1.

DemMoNsTRAGAO.— Seja B = A Adj(A). Tem-se que
B;; = A; jcof; ;(A) + A, 5co0f; 5(A) + -+ + A, ,c0f; ,(A) = Z A, xcof; 1 (A).
k

como
COfJ’k(A) = A(Al,*’ ey Ai—],*’ ek, Ai+l,*’ ey A

n,%
desta igualdade e da anterior concluimos que

A LA

j=1oe> Ao Ay o A

n,%

B =AAy,, ... A

ouseja, B; ; = |Al se i = j e B;; = 0 caso contrario. Ou seja, B = |A]1. |Z|

Denotando por A%/ a submatriz de A que se obtém eliminando a linha i e a
coluna j de A tem-se que
cof; ;(A) = (=) det(A")).

Podemos estabelecer este facto da seguinte forma. Comecando por considerar o
caso i = j = 1 temos que:
1,y —
det(A™") = Z €042.02) " Anon)
0eS({2,....n})
Por outro lado tem-se que
cofy 1(A)= A((1,0,...,0),...,(0,A,5,..., A, )
= Z €5A250) " A

o

n,o(n)

onde ¢ varia entre todas as permutacdes tais que (1) = 1. Mas a cada uma destas
permutagdes corresponde uma e uma sé permutagio ¢ do conjunto {2, ...,n} e
ambas tém o mesmo sinal. Concluimos assim que det(A4+!) = cofy 1 (A).
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O caso geral pode reduzir-se a este, ou seja partindo da matriz A%/ e trocando
a linha i com as linhas que a precedem e depois a coluna i com as colunas que
a precedem promovemos i + j trocas de sinal. Pelo que, recorrendo ao caso
precedente concluimos que:

cof; ;(A) = (=1)*/ det(A")).
Para cada i, j a matriz A% designa-se de menor-(i,j) de A.

Conjugando todos os resultados entretanto obtidos obtemos os dois desenvol-
vimentos seguintes para o determinante de uma matriz. O primeiro, ao longo da
linha i, é:

det(A) = ) (=)' 4, ; det(A")); (55)

J

o segundo, ao longo da coluna j é:

det(A) = Z(_l)i+in,j det(AGD)y; (5.6)

Os desenvolvimentos anteriores sio conhecidos como desenvolvimentos de La-
place.
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Apéndices
5.A  RESOLUCOES DOS EXERCICIOS

SoLucio (Do PRONLEMA 5.1).— Em ambos os casos podemos transformar as matri-
zes em matrizes triangulares, trocando linhas. Assim,

()
0 0 0 d a h i j a h i
0 0 C e L1<—>L4 0 0 Cc e L2‘->L3 0 b f g _ bbd
0 b f g 0 b f gl |00 ¢ e 4%
a h i | 0 0 0 d 0 0 0 d
(b)
00 0 0 k a h i j u a h i j u
00 0 d 1 00 0 d 1 0 b f g p
L,oLs LyeLy
0 0 ¢c e m —10 0 ¢ e ml=———|0 0 ¢ e m|=abchdk
0O b f g p 0 b f g p 00 0 d 1
a h i j u 00 0 0 k 00 0 0 k
SoLucio (DO PROBLEMA 5.2).— (a) det(3A) = 3° det(A).
_ _ 23
b) det(24™!) = 23 det(A™!) = :
(b) det( ) et(A™) et A)
(c)det«zA)—l):det(lA—l)=i L
2 23 det(A)
(d)
-
a g d a g d a b ¢ a c
b h el=|b h e| =g h i|=-|d e f|=-det(A).
c i f c i f d e f g h i

Sorucio (Do PROBLEMA 5.3).— A titulo ilustrativo consideramos a alinea (c). Tem-

2-4 3 5
A-Al=( 0 3-1 1 .

0 0 4-2

se que:

Esta matriz ndo ¢é invertivel exactamente quando o seu determinante for nulo.

Tem-se:
2—-4 3 5
0 3—-41 1 |=Q-1HB-1HA-).
0 0 4-2
Assim A — A1 nio é invertivel sse A € {2,3,4}. |

SoLuGAO (DO PROBLEMA 5.4).— Para x = 0 tem-se:

0 2
2 1
0 -3

o

=0
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porque as linhas da matriz sio linearmente dependentes: L; = (=2/3) L.
Fazendo x = 2:

2 4 2
1 2 1|=0
0 0 -3
Mais uma vez porque as linhas sdo linearmente dependentes: L; = 2L,. |
SoLuGio (Do PROBLEMA M5.5).— Tem-se que:
b+c c+a b+a a+b+c a+b+c a+b+c
Lo+l =L,
a b s a b c =0,
1 1 1 1 1 1

porque L = (a+ b+ c)L; e assim, as linhas sao linearmente independentes. [

SoLugio (Do PROBLEMA 5.6).— O determinante é linear, tanto por linhas como por
colunas. Recorrendo, neste caso a linearidade por colunas, obtemos:

a1+b1 C1+d1 _ a < +d1 bl C1+d1 _ a ¢ a dl bl Cq bl dl
a, + b2 Cy + d2 a, € + d2 b2 Cy + d2 a, € a, d2 b2 Cy b2 d2
SoLuGio (PROBLEMA 5.7).— A igualdade é falsa em geral, como se conclui conside-
rando, por exemplo A = B = 1. A
SoLugAo (Do PROBLEMA 5.8).— Ilustramos o processo de resolucdo considerando
a alinea (b). Usamos o facto de o determinante se poder obter usando o método
de eliminacio de Gauss e o facto de det(4) = det(A") o que significa que no
calculo do determinante tanto podemos usar operagdes elementares sobre linhas
como sobre colunas. Assim,
a + bl a — bl Cq Cy+Cy—C, 201 a — bl Cq (12)C, a ap— bl (9] —c, a bl —a
ay + b2 a, — b2 G| =—— 2(12 a, — b2 Cy a, dap— b2 Cy -2 a, b2 —ay
a3 + b3 a3 - b3 C3 2(13 a3 - b3 C3 a3 a3 - b3 C3 a3 b3 - a3
a by c
C1+C2—)C2 1 1 1
_— D (12 b2 C2 ,
az by ¢
como se pretendia. 1

Sorugio (Do PROBLEMA 5.9).— 1. Desenvolvendo o determinante ao longo da pri-
meira coluna tem-se:

2

a b 0
d 0 ¢ =ag 5 —d’S _05’ 2‘8 0
2 2 -5 ‘
pelo que I nem sempre ¢ verdadeira.
II. Tem-se que:
0 0
d -3 =b‘d _3‘=b(ad+6)

S
&)
C3
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enquanto que:

d = —abd + 6b.

0 b 3 0 b
a -3 2 -3
os valores sdo portanto simétricos e, nem sempre sao iguais.

[11. Esta igualdade ¢ verdadeira (corresponde ao desenvolvimento de Laplace ao
longo da terceira coluna).

A op¢io correcta é a A). |

SoLugAo (DO PROBLEMA 5.10).— (a)

0 100
100

-10 10 01

0 101_"('1)(1)2(1)“2 0“"2

0 020

onde no primeiro caso consideramos o desenvolvimento de Laplace ao longo da
primeira coluna e no segundo o desenvolvimento ao longo da primeira linha.

(b) Tem-se det2M) = 2*det(M); det@M~') = 2*(1/det(M)); e, por fim,
det((2M)™") = det((1/2)M~))(1/2%)(1/ det(M).

(c) Tem-se que

1 . 1
M= —(Adj M) = —(Cof M)T.
] M|

Desta forma a entrada (3,4) da matriz M ™! é:

0 1 0
-1 0 0
cofy 3(M) 0 10 0 0
M| Al AL
SoLugio (DO PROBLEMA 5.11).— Tem-se:
A A A_L+LL/1 A /I_L+LL/1/1/I 111 I 1 1
A+l A+2 a+3| === 1 2 3| =1 2 3|=41 2 3|=40 1 2|=
2041 2442 24 2A+1 2442 22 1 20 1 20 0 1 -1
1 2
—/1‘1 1 =-34
A opcio correcta é entdo a B). |
SoLuc¢Ao (DO PROBLEMA 5.12).— Tem-se:
A-1 5 0 0 7-24 1-4 5
1 a+1 2 =0 a-1 1-2 =‘7/1‘21’1 11"1 -
1 2 A+l |1 2 A+l - B

=T =201 =) —A=1)(1=22) =4 —- D) +4.

Pelo que a resposta correcta é a A). |
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SoLugAo (Do PROBLEMA 5.13).— Para verificar a invertibilidade basta calcular os de-
terminantes e constatar que ndo sio nulos:

1 0 2 -

Al =1 -1 1=(—1)‘3 1‘:5;&0.
3 1
210 -

IB|=[3 0 1=(—1)‘4 1‘:2;&0.
410

Os restantes cdlculos fazem-se de acordo com o seguinte:

(a) det(A*2B)~Y = (1/2)%|A1>(1/|B)).
(b) det(ATBA) =|AT||B||A| = |A]*|B|.

©
5 2 2
det(A+2B)=|7 -1 3 =5_1 3—2 7 3+2 7l
2 1 11 1 11 2
1 2 1
(d) det(tr(B)A) = (tr(B))*| Al. %
SoLugAo (DO PROBLEMA 5.14).— Tem-se:
11 1 1 11 11
a a+1 2 2_aa+1 2 2—(11aj-1 ;—clza-}-l;—
a a+1 a+2 3 | la a+1 a+2 3|7 ¢ o +2_“0 0 =
a a+1 a+2 a+3 0 0 0 a a a a a
11 11
_ 2 _ 2 _ 2
4 a+1| T %0 1“"'

Sorugio (Do PROBLEMA 5.15).— Consideramos a titulo exemplificativo a alinea (c).
Tem-se (desenvolvendo ao longo da segunda coluna) que:

50 2
T )
0 2 1

A inversa de C pode ser obtida através da relacdo:

_ 1 . 1
C™'= —(Adj A) = —(Cof A)".
|Al |Al
Tem-se que:
1 -1 3 -1 |31
2 1 0 1 0 2
0 2 52 50
(Cof 4) = _‘2 1‘ ‘0 1‘ _‘0 2‘
0 2| |5 2 50
1 -1 3 -1 |31
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SoLugio (Do PROBLEMA 5.16).— A titulo de exemplo consideramos apenas a alinea
(b). A matriz dos coeficientes e a colunas dos termos independentes deste sistema

1 -3 1 4
A=|2 -1 O b=]|-2].
4 0 -3 -2

Pela regra de Cramer tem-se entdo que:

sdo:

4 =31 14 1 1 -3 4
2 -1 0 2 2 0 2 -1 -2
2 0 -3 4 -2 -3 4 0 -2
T T AT BT T A

SorucgAo (Do PrROBLEMA 5.17).— A titulo ilustrativo consideramos a alinea (b).

X X X X X X X X
x 1 x x 0 I-x O 0 3
x x 1 x~[0 0 1-x 0 = A =x)rx
x x x 1 0 0 0 1—x

A equacdo (1—x)3x=0tem como solucdes x =0 ou x = 1. 1

Sorugio (Do PrROBLEMA 5.18).—  (a) Darelacdo A(Adj A) = det(A)1 resulta que
|Al|(Cof A)T| = | det(A)T] = |A*.
Assim |Cof A| = |A]?, ou |A| = \S/M. (Observe-se que se tem
|Adj A| = |(Cof A)T| = |Cof Al.)
(b) Como A~! = (1/]A])(Cof A)T tem-se que a entrada (3,2) da inversa é
| (Cof A)j, (Cof A3 |

2 |A| |A| |Al

Sorugio (Do PROBLEMA 5.19).— Essencialmente como no exercicio precedente.[]

SoLugAo (DO PROBLEMA 5.20).— Tem-se:

1 1 3 4 1 1 3 4 0 b
|A|—00ba—00 b a_O d a__ba_ab__3
10 0d ¢/ |0 0O d __1_4_7 d c| |c d '
21 21 0 -1 -4 -7
Assim, a op¢io correcta é a A). %



