Semana 13
Diagonalizacio

Iremos focar-nos na seguinte questio: dado um operador T’ : V' — V/, existira
uma base, B, de V, relativamente a qual [T'] p seja simples e.g., diagonal? E, em
caso afirmativo, como se poderd determinar uma tal base?

DeriNIgAO 6..— Seja T : V' — V um operador linear. Dizemos que T ¢ diagona-
lizdvel se existe uma base B de V' relativamente a qual [Tz é uma matriz diagonal.

DEFINIGAO 6.2.— Dada uma matriz A € K™ dizemos que A é diagonalizdvel se o
operador T, : K" — K" € diagonalizdvel.

Lema 6.3.— Seja A € K™". A matriz A é diagonalizavel se e s6 se existem, uma
matriz invertivel, P, e uma matriz diagonal, D, tais que A = PDP.

DEMONSTRAGAO.— Suponhamos que existem P, D como no enunciado do lema
tais que A = PDP~!. Note-se que se f, ¢ a base canénica de K" entdo, A =
[T,] B.- Por outro lado, como P é invertivel as colunas de P constituem uma base
pde K" e P =[B,, Bl. Tem-se entdo que

D =P AP =B, b1 [Talp [Be, B = (B, Bcl[Talp 1B, B = [Talg

ou seja T4 tem uma representagdo diagonal na base f, pelo que A é diagonalizavel.

Reciprocamente, se A ¢ diagonalizdvel i.e., se existe uma base g de K" tal que
[Tylg=D¢ diagonal entdo seta P a matriz cujas colunas sdo os vectores de  ou
seja, seja P = [B,, Bl onde B, é a base canonica de K". Tem-se que:

A= [ﬁcaﬁ][TA]ﬂ[ﬁc,ﬂ]_l = PDP7!,
como se pretendia. O

Como veremos de seguida a chave para a resposta as duas questdes iniciais reside
em duas nog¢des fundamentais: as no¢des de valor prdprio e de vector proprio.

6.1 VALORES E VECTORES PROPRIOS

Se T : V — V é um operador diagonalizavel entdo, existe uma base de V, di-
gamos que f = (vq,...,V,) tal que, relativamente a esta base, a representacio
matricial de 7' ¢ uma matriz diagonal, digamos que D = diag(4y, ..., 4,). Esta

situagdo implica que, parai = 1, ..., n se tem que:

T(v,) = Av,.



Inversamente, se f = (vq,...,V,) ¢ uma base de V' e parai = 1....,n se tem
T(v;) = A;v; entdo,
[T1p = diag(4y, ..., 4,).

Tem-se assim o seguinte:

TeOREMA 6.4.— SejaT : V — V um operador linear. Tem-se que T ¢ diagonalizd-
vel se e so se existem, uma base f = (vq,...,v,), de V e escalares A, ..., 4, € K
tais que, para 1 < i < nsetem T(v;) = A;v;. Neste caso,

[T1s = diag(4y, ..., 4,).

Como se vé, vectores x tais que T'(x) = Ax desempenham um papel crucial no
processo de diagonalizacdo. Isolamos esta nogdes mais claramente produzindo
defini¢des rigorosas.

DeriNigAO 6.5.— Seja T um operador em V. Um vector ndo nulo x € V' diz-se um
vector proprio de T se existe um escalar A € K tal que T(x) = Ax. O escalar 4,
nestas circunstdncias diz-se um valor préprio de T (associado a x).

DEFINIGAO 6.6.— Seja A € K™ uma matriz. Um vector ndo-nulo x € K" é um
vector proprio de A se existe A € K tal que Ax = Ax. O escalar A, nestas circuns-
tancias diz-se um valor préprio de A (associado a x).

O teorema 6.4 pode agora reformular-se nos seguintes termos:

TeOREMA 6.7.— Seja T um operador em V. Tem-se que T ¢é diagonalizdvel se e so se
existe uma base p = (vy,...,V,), constituida exclusivamente por vectores proprios
de T. Neste caso [T]g = diag(4, ..., 4,), onde para cada 1 < i < n se tem que 4;
€ um valor proprio de T associado ao vector préprio v;.

Evidentemente, tem-se um resultado totalmente analogo para matrizes.
Precisamos entdo de ser capazes de determina valores e vectores proprios de

operadores ou de matrizes. Na determinacdo dos valores préprios podemos focar-

nos nas matrizes. Com efeito, A é um valor proprio de T se e sé se existe um vector

nio-nulo x tal que T'(x) = Ax. Se B é uma base de V' entdo tem-se:

Ou seja,

LEMA 6.8.— Se A € um valor proprio de T entdo A € um valor proprio de uma qualquer
das representagdes matriciais de T.

Reciprocamente, se f é uma base de V,0 # x € K", e [T] px = AX entio,
T(xP) = (ax)P = xP.
Ou seja,begin

LEMA 6.9.— Se A € um valor prdprio de uma representagdo matricial de T entdo A é
um valor préprio de T.



Resulta dos dois resultados precedentes que um operador T tem exactamente os
mesmos valores proprios que qualquer uma das suas representacdes matriciais.
Iremos por isso focar-nos n questdo de determinar os valores proprios de uma

matriz.

Lema 6.10.— Seja A € K™ uma matriz. Tem-se que A é valor proprio de A se e s6
sedet(A— Al)=0.

DemoNsTRAGAO.— Tem-se que A é valor proprio de A, se e s6 se existe 0 # x € K"
tal que Ax = Ax. Ora,

AX=AX 0 Ax—-Ix=0s A - AT)x =0.

Ou seja, 4 é valor préprio de A se e s6 se Nuc(A—A1) é ndo-trivial. Ora uma matriz
quadrada tem ntcleo ndo trivial precisamente quando o respectivo determinante
¢ nulo. Conclui-se portanto que A é valor préprio de A se e s6 se det(A — A1) =

0. |

De acordo com este resultado, os valores préprios de uma matriz A sio os valores
de t que anulam a funcio det(A — t1).

Lema 6.11.— Seja A € K™ uma matriz. Tem-se:
det(A —t1) = (=1)"t" + a,_ 1" "' + - + ayt + ag,

para certos a,_y, ...,a;,ay € K.
DEMONSTRAGAO.—

Em particular, a funcio det(A — ¢1) é um polindmio de grau igual a ordem de A,

na variavel r.

DeriNigEO 6.12.— Seja A € K™ uma matriz. O polindmio c(t) = det(A — 1)
designa-se de polinémio caracteristico de A.

Como vimos antes, os valores proprios de um operador sdo exactamente as raizes
do polinémio caracteristico de qualquer uma das sus representacdes matriciais.
Além disso, se A, B sdo representacdes matriciais de um mesmo operador T entdo
A e B relacionam-se na forma A = P~!BP onde P 'r uma matriz de mudanca
de base apropriada. Tem-se:
det(A —t1) = det(P~'BP — t1) = det(P"'BP —tP~'P) =

= det(P~'(B — t1)P) = det(P™") det(B — 1) det(P) = det(B — t1).
Ou seja c4() = cp(?). Desta forma, os polindmios caracteristicos de duas re-
presentacdes matriciais de um operador ndo s6 tém as mesmas raizes como sio
exactamente iguais. esta situacdo justifica a seguinte definicdo:

DEeFrINIGAO 6.13.— Seja T um operador linear em V. O polindmio caracteristico de
T, que se denota cy (1), € o polinomio caracteristico de uma qualquer das suas repre-
sentacdes matriciais.

TEOREMA 6.14.— Seja A € K™". Tem-se:



(1) amatriz A tem, no mdximo, n valores prdprios distintos;

(2) se A é um valor prdprio entdo E 4(A) = Nuc(A — A1) é um subespago de K"
que se designa de espaco préprio de A associado a A e consiste nos vectores
proprios de A associados a A;

DEMONSTRAGAO.—

(1) Os valores préprios sio as raizes do polinémio caracteristico ¢ 4(r). Como ¢ 4(1)
tem grau n nio pode ter mais que n raizes dai que ndo possam existir mais que n
valores proprios de A.

(2) O nucleo de uma matriz em K™ é um subespaco de K”. v

O espago proprio de uma matriz, A, associado a um valor préprio 4 é, como
vimos, o nucleo da matriz A — A1 e contém os vectores préprios de A associados
a A. Analogamente, se A é um valor préprio de T, o espaco préprio de T associado
a A define-se:

Ep(2) := Nuc(T — A1).

Fica claro a partir da definicio anterior que E(A) consiste nos vectores proprios
de T associados ao valor préprio A.

LeMA 6.15.— Sejam, T um operador em V', f uma base ordenada de V e A = [T] 5
Se A é um valor préprio de T (e de A) entdo,

Er(A) = (E4(W)P.

DeMONSTRAGAO.— Basta ter em conta que 7'(x = AX se e s6 se Axg = Axg e
Ax=/lxseeséseT(xﬁ)=/lxﬁ. 1

6.2 DiacoNaLIzAGAO

Ja vimos antes que a possibilidade de diagonalizar um operador T : V' — V
(resp. uma matriz A € K™") equivale & possibilidade de descrever uma base
de V (resp. de K") constituida apenas por vectores proprios. Temos entio que
coleccionar vectores nos diferentes espacos proprios e tentar formar uma base.
Em cada espaco proprio o maximo que conseguimos é coleccionar um niimero
de vectores igual a dimensdo desse espaco. O resultado seguinte garante que
coleccionando o maximo de vectores em cada espaco proprio e juntando todas
essas escolhas obtemos um conjunto linearmente independente que é portanto
um conjunto de vectores proprios, linearmente independente e que contém o
maior nimero possivel de vectores que um conjunto deste tipo pode conter.

TEOREMA 6.16.— Seja T : V — V um operador (resp. uma matriz A € K™") e
sejam Ay, ..., A, valores prdprios distintos. Suponhamos ainda que 0 # v; € E(4)),
para 1 <i < k. Tem-se que {vy, ..., Vv, } € um conjunto linearmente independente.

DEeMONSTRAGAO.— A demonstracdo é por indu¢do em k. Nao havendo nada a
provar no caso em que k = 1, admitamos que o resultado ¢ valido para k — 1,



para tentar estabelecer que também ¢ valido para k. Suponhamos que para os
escalares a;, ..., o, € K se tem

avy+ - +a,v, =0.
Aplicando (T — 4, 1) a ambos os lados da igualdade acima obtemos,
al(ﬂl - /lk)Vl + 02(12 - ﬂk)VZ + -+ ak—l()’k—l - }'k)vk—l =0.

Pela hipétese de inducao, os vectores {vy, ..., Vv,_;} é linearmente independente

e assim concluimos que:
0{1(/11 - )’k) = 0{2(/12 - )’k) = . = ak_l(/lk_l - )’k) =0.

Como os 4; sio todos distintos, concluimos que a; = a, = -+ = @;_; = 0. Neste
caso a igualdade inicial fica reduzida a

Vi = 0
e, como v, # 0 concluimos que a;, = 0 ou seja, todos os escalares sio nulos.
Como se sabe isto equivale a dizer que os vectores sdo linearmente independentes

como queriamos demonstrar.
A situacdo envolvendo uma matriz trata-se de forma totalmente andloga. [/

CoRrOLARIO 6.16.1.— Seja T : V' — V um operador (resp. uma matriz A €
K™") e sejam Ay, ..., A, valores prdprios distintos. Suponhamos ainda que X; =
v, véi} C E(4;) sdo linearmente independentes, para 1 < i < k. Tem-se que:

k
X, = {V{,... s Vg oes ,V'l‘,...,vk }
i=1

€ um conjunto linearmente independente.

DEMONSTRAGAO.— Suponhamos que:

1,1 1 ko k k ok _
Qv+ Fag v et agvi e tag v =0

Considerando entdo w; = ocivi1 +-+ Véi, paral <i < k tem-se que w; € E(4;)
e,
Wl + -+ Wk =0

Pelo resultado anterior, isto sé € possivel se se tiver w; = 0 para todo o i =
1, ..., k. Mas como cada conjunto {Vip s vii} sdo linearmente independentes,
isso implica que que os escalares af, ... ,aél sdo todos nulos. Como osto é valido
paratodooi = 1,...,k, os escalares sdo todos nulos. Assim, o conjunto

1 k k
{Vl, N TRTTIN AP ,Vsk}
¢ linearmente independente, como se pretendia estabelecer. |

CoROLARIO 6.16.2.— Seja T : V — V um operador num espaco V' de dimensdo n
(resp. A € K™, uma matriz) se T (resp. A) tem n valores prdprios distintos entdo T
(resp. A) é diagonalizdvel.

DemoNsTRAGRO.— Se T' tem n valores préprios distintos, digamos Ay, ..., 4, en-
tdo, considerando um vector nao-nulo v; € Er(4;) entdo, pelo resultado anterior



tem-se que {vy, ..., V,} é um conjunto linearmente independente de vectores em
V. Como dim(V') = n tem-se que {v,...,V,} ¢ uma base de V' e é constituida
exclusivamente por vectores proprios de 7.

O caso das matrizes ¢ anilogo. |

O reciproco deste resultado ¢ claramente falso. O tnico valor préprio de uma
matriz identidade é 1 e essas matrizes, sendo diagonais sdo claramente diagonali-
zaveis (se D é diagonal entio D = 17! D1).

DErFINIGRO 6.17.— Um polinémio p(t) € K[t] decompde-se em factores lineares se

p@) = a(t = &N -+ (1 = £,

para certos a, &, ..., & € K.

Por exemplo ?+1 pode ser visto como um polinémio em R[f] ou em C[f]. Em
C este factor decompde-se em factores lineares: ?+1=@—-it+i). Masem R
isso ndo ¢é possivel (2 + 1 ndo tem raizes reais).

TeorEMA 6.18.— O polindmio caracteristico de um operador (ou de uma matriz) di-
agonalizdvel decompde-se em factores lineares.

DemonsTRAGAO.— Consideremos um operador 7' num espaco, V', de dimensio
n (o caso das matrizes é idéntico). Seja B uma base ordenada de V' tal que [T'] p=
D = diag(4,, ..., 4,) é uma matriz diagonal. Como ja verificimos

cr(t) = cp(t) = det(D —t1).
Tem-se assim que
cr(t) = det(diag(A; —t,..., 4, — 1) = (=1)"(t = A}) ==~ (t = 4,)).

Pelo que ¢y (f) possui claramente uma decomposicdo em factores lineares, como
se pretendia estabelecer. %]

A condigdo enunciada no teorema precedente, sendo necessaria nao ¢ suficiente
(ver o exemplo ??2?).

DEerINIGAO 6.19.— Seja A um valor préprio de um operador ou de uma matriz cujo po-
lindmio caracteristico é c(t). A multiplicidade algébrica de 4, que se denota my;,(4)
€ o maior natural k tal que (t — DK divide c(1).

DEFINIGAO 6.20.— Seja T um operador em V (resp. uma matrizem A € K™")e A
um valor proprio de T (resp. de A). A multiplicidade geométrica de 4 que se denota
Myeo(4) € a dimensdo de Er(4) (resp. de E 4(A)).

TeoOREMA 6.21.— Seja T um operador em V (resp. uma matrizem A € K™") e A
um valor préprio de T (resp. de A). Tem-se que:
1< mgeo(ﬂ) < rna]g(/l).

DemMonsTrAGRO.— Partido de uma base {vy, ..., v,} de E;(4) podemos estendé-

la a uma base g = (vy, ... Vs Vorls oo s V) de V. Consideremos a matriz A =



[T]p. Paral < i < p os vectores v; sdo vectores proprios de T associados a A.

A= [“p B]

Tem-se assim que

0 C

onde 1, ¢ a identidade de ordem p. Tem-se entdo que

A=11 )1 B
cr(t) = det(A —t1,) = det [ PP ] =
0 c-1,.,
= det((A —n)1,)det(C —11,_,) =
= (A —-t)fcc().
Tem-se entdo que (t — A)? divide ¢y (¢) e assim, pela definicio da multiplicidade
geomeétrica, Mgyeo(4) = p < my,(4). %

TeOREMA 6.22.— Seja T um operador sobre V' de dimensdo n (resp. uma matriz
A € K™") cujo polindmio caracteristico se decompde em factores lineares. Sejam

Als ..., Ay 0s distintos valores proprios de T. Nestas condigoes,
(1) T (resp. A)édiagonalizdvelseesd se, paracadai =1, ...,k setem myeo(4;) =
malg(/li );

(2) SeT (resp. A)é diagonalizivel e B; é uma base ordenada de E(A;) para cada
i=1,....kentdo, f = B, v By - U By, é uma base ordenada de V (resp.
de K") que consiste de vectores prdprios de T (resp. de A).

DemoNsTRAGAO.— Para cada i denotamos por m; e d; as multiplicidades algébrica
e geométrica de 4;. Se T' ¢ diagonalizavel e B ¢ uma base de vectores préprios de
T entdo, considerando f; = p n E(4;) resulta que se n; é o nimero de vectores
em f; se tem n; < d; < m;. Observe-se ainda que cy(f) tem grau n e, ¢ (f) =
(=D — A)™(t = Ay))™2 -+ (t — A,)"k resulta que:

my+my+ -+ m=n.

Temos entdo o seguinte:

donde se conclui que
k
Z(m—i—d,.)=o.
i=1

A soma anterior ¢ uma soma de nimeros nao negativos e, sé pode ser nula se as
parcelas forem todas nulas i.e., m; = d; paratodooi =1, ... k.

Inversamente, suponhamos que paratodooi =1, ...,k se tem m; = d;. Tem-
se entao que

k k
Z d;, = Z m;=n
i=1 i=1
Considerando em cada E(4;) uma base ordenada f; (contendo portante d; vecto-
res) tem-se que

B=Bvpyv-v Py



¢ um conjunto linearmente independente com n vectores, ou seja, ¢ uma base de
vectores proprios de V' e, consequentemente 7' é diagonalizavel.
A situacdo envolvendo matrizes é totalmente analoga. A

63 SUBESPAQOS INVARIANTES

Se v é um vector propriode T : V' — V entdo T(Ly,({v})) C Ly, ({v}). Diz-se
que Ly ({v}) é T-ivariante. A definicdo geral ¢ a seguinte:

DEerINIGAO 6.23.— Sejam, T um operador linear em Ve W < V. Diz-se que o
subespago W é T-invariante se T(W) C W ie. se para qualquer w € W se tem
T(w) e W.

Cada x € V gera um subespaco T-invariante de V', mais precisamente o espago
T -ciclico gerado por x que ¢é:
<X> = LV({X’ T(X)7 Tz(x)e cee })

LEMA 6.24.— Sejam T : V — V um operador em V e x € V. Seja ainda (x) o
estago T-ciclico gerado por x. Tem-se

(1) (x) é T-invariante;

(2) existe um k € N tal que T (x) e L,({x,T(x),... TR

(3) se k é menor natural que satisfaz a alinea anterior entdo

(x) = Ly ({x, T(x), ..., T*(x)}).
DEMONSTRAGAO.—
Observe-se que se W < V' é T-invariante entdo a restricdo de 7' a W que deno-
tamos por Ty, e se define para cada w € W de acordo com:
Ty (w) =T (w),

¢ um operador linear em w. Uma vez que Ty, e T calculam as imagens de ele-
mentos de W da mesma forma, o operador Ty, herda naturalmente algumas pro-
priedades de T'. O resultado seguinte estabelece uma relacdo desse tipo entre T
eTy .

TEOREMA 6.25.— Sejam T : V' — V um operador e W < V, um subespago T-
invariante de V. Nestas condicdes cr,, (1) divide cp(2).

TEOREMA 60.26.— Sejam, T : V — V um operador, 0 # x € Ve W = (x).
Suponhamos que dim(W') = k. Nestas condigoes:

(1) {(x,T(X),...,T*'(x)} é uma base de W'
(2) se qpx + oy T(X) + -+ + ak_lTk_l(x) + T*(x) = 0 entdo,

cr,, () = (=1 (ag + ayt + - + a1 +15).

DEMONSTRACAO.—



6.3.1 O TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

TeOREMA 6.27 (DE CAYLEY-HAMILTON).— Seja T um operator linearem V (resp. A €
K™" uma matriz). Tem-se que T(T) = O (resp. c4,(A) = 0).

DemonsTrRAGAO.— Consideramos a versdo do teorema que envolve operadores
(a versdo matricial é analoga, td que envolve T,). Mostraremos entio que para
qualquerx € V setem c7(T')(x) = 0. Oresultado ¢ 6bvio se x = 0jd que qualquer
transformacio linear transforma o vector nulo no vector nulo. Suponhamos entdo
quex # Qeseja W = (x)ie. W éosubespaco ciclico gerado por x. Suponhamos
que dim(W') = k. Existem entdo escalares &, a1, ..., a;_ tais que

apX + a,T(X) + -+ a,_ T*1(x) + T*(x) = 0.
Tem-se entdo (de acordo com ???) que
or,, (1) = (=1 (ag + ayt + - + a1 +19).
Pelo teorema 222? ¢ (7) = cr,,, (Nq(7) para um certo polinémio ¢(?) e, desta forma:
cr(M)(x) = (q(T)er,, (TH() = q(T)(cr,, (T))(x) = ¢(T)(0) =0,

como se pretendia. I

6.4 PoLinOMIO MINIMO

O Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema ???) estabelece que ¢ (T) = 0 (ou
C4(A) = 0) ou seja dado um operador uma matriz quadrada existe um polinémio
do qual o operar ou a matriz sdo raizes. Como o grau de um polinémio é um
nuimero natural existe seguramente um polinémio naquelas condi¢des que possui
grau minimo entre todos os polinémios, p(t), que satisfazem p(T) = O (resp.
P(A) = 0).

Se n for esse grau minimo e se p(?), g(¢) sdo polinémios de grau n satisfazendo
p(T) = q(T) = 0 entdo efectuando a divisdo inteira de p() por ¢(¢), obtemos que
existem s(7) e r(t), onde o grau de r(¢) é estritamente menor que » tais que:

() = q()s(t) + r().

Como o grau de p(t) e de q(t) é n e o grau de r(t) é < n, tem-se necessariamente
que s(¢) é uma constante, digamos a. Ou seja tem-se:

p@t) = aq(t) + r(t).

Por outro lado, 0 = p(T) = aq(T) + r(T) e como q(T) = p(T) = 0, tem-se
r(T) = 0. Mas como estamos a assumir que #n 0 menor grau que um polinémio
(ndo nulo) pode ter de modo a ter T como raiz, tem-se que r(f) tem que ser o
polinémio nulo. Assim p(t) = aq(?).

Estas consideracdes implicam que existe um tGnico polinémio moénico (i.e. o
coeficiente do termo de maior grau é 1) de grau minimo entre os polinémios p(r)
que admitem T' como raiz.

DEFINIGAO 6.28.— Seja T um operador em V (resp. A € K™ uma matriz). O
polinémio minimo de T (resp. de A) é o polindmio mdnico, p(t), de menor grau que
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satisfaz p(T)) = 0 (resp. p(A) = 0). Denota-se my(t) (resp. m 4(1)), ou simplesmente
por m(%).

Como resulta claro da discussio que precede a definicdo qualquer operador ou
qualquer matriz quadrada possuem um (4nico) polinémio minimo.

TEOREMA 6.29.— Seja T um operador em V (resp. A € K™ uma matriz). Se
p(t) € K[t] é um polindmio tal que p(T) = O (resp. p(A) = 0) entdo m(t) divide p(t).

DemoNsTRAGAO.— Pelo algoritmo da divisao tem-se,
p(t) = m(@®)s(t) + r(1)

onde o grau de r(f) é menor que o grau de m(f). Mas a relacdo anterior implica
que r(T) = 0 e como o grau de r(f) é menor que o grau do polinémio minimo
isso, por sua vez, implica que r(f) é o polinémio nulo e assim

p(t) = m(t)s(1),
o que implica que m(¢) divide p(?). |

TEOREMA 6.30.— Sejam, T um operador em V', B uma base ordenada de V e A =
[T]ﬁ. Tem-se que mp(t) = m4(1).

COoROLARIO 6.30.1.— Para qualquer matriz A € K™" tem-se que m 4(1) = my, (7).

TeOREMA 6.31.— Sejam T um operador em V (resp. A € K"™" uma matriz). Tem-se
que A é um valor proprio de T (resp. de A) se e s6 se mp(A) = 0 (resp. m4(4) = 0).
Desta forma o polindmio minimo e o polinémio caracteristico tém as mesmas raizes.

DemonsTRAGAO.— Tem-se que m(?) divide c(7) ie., existe s(t) € K[¢] tal que
c(t) = s(t)m(t). Desta forma qualquer raiz de m(f) é também raiz de c(¥), ou
seja as raizes de m(t) sdo valores proprios de T (resp. de A).

Reciprocamente se A é um valor préprio de T (ou de A) entdo podemos fixar
0 # x € E(4). Se x € Er(4) (resp. x € E4(4) entdo x € E,1)(p(4) (resp. x €
E, A)(p(/l)). Tem-se entdo que 0 = m(T)(x) = p(A)x e, como x # 0 concluimos
que p(4) = 0, como se pretendia. 1

CoroLARIO 6.31.1.— Se T é um operador em V (resp. A € K™" é uma matriz) e se
ct)= (A = )" (Ay =) - (A — 1)

onde 0s Ay, ..., Ay sdo os distintos bvalores proprios de T (resp. de A) entdo, existem
naturais m; < n;, parai = 1,2, ..., k tais que:

m(t) = (t = A"t — A)"2 - (t = A"
TEOREMA 6.32.— Suponhamos que T é um operador linear em V' de dimensdo n. Su-
pondo que V' = (x) entdo, mp(t) e cp(t) tém o mesmo grau, pelo que

mp(t) = (=1)er(@).

DEeMONsTRAGAO.— Nas condices indicadas f = (x, T(x),...,T"'(x)) é uma
base ordenada de V. Dado um qualquer polinémio p(t) = ay + a;t + - + a;t*



de grau k < n (tendo-se, portanto, que a; # 0) obtemos:
p(T)(X) = apx + a;T(x) + - + aa;, T*(x)

ou seja é uma combinacio linear de vectores de f onde nem todos os escalares
sdao nulos e, por isso, p(T')(x) # 0 ou seja p(T') # 0. Em suma o menor grau de
um polinémio que admite 7' como raiz ¢ o grau do polindémio caracteristico e,
como (—1)"¢y (1) é monico, tem-se que my(¢) = (=1)"cy(1). |

TEOREMA 6.33.— Seta T um operador em V (resp. A € K"™" uma matriz). O opera-
dor T (resp. a matriz A) é diagonalizavel se e s6 se

m) = —=A)E—Ay) - (t = 4y)

onde Ay, Ay, ..., Ay sdo os valores proprios distintos de T (resp. A).

DemoNsTRAGAO.— Suponhamos que T é diagonalizavel e sejam 4, 4,, ..., 4 0s
distintos valores préprios de T'. Consideremos o polinémio

p(O) =@ = AP — Ay) -+ (t = Ap).

Tem-se que p(t) divide m(t). Seja f = (v, V,,...,V,) uma base ordenada de V'
consistindo exclusivamente de vectores préprios de T. Fixando v € p tem-se
que existe 4; tal que (T — 4;1)(v) = 0. Por outro lado, p(t) = q;(t)(t — 4;) e
assim, p(T)(v) = q;(T)(T — 4;1)(v) = 0. Como v é qualquer em S concluimos
que g(T) = 0 o que nos forca a concluir que m(t) = p().

Inversamente, suponhamos que m(t) = (t—A4;)(t—A,) - (t— ;) onde os 4; sdo
os valores proprios distintos de T'. A demonstracao ¢ por indu¢io em n = dim(V").
Para n = 1 nio hd nada a demonstrar suponhamos agora que 7' ¢é diagonalizavel
se dim(V') < n e consideremos que dim(}V) = n. Seja W = Im(T — 4, 1). Como
Ay € um valor proprio de T, tem-se que T — A, 1 ndo é sobrejectivaie. V # W.
Se W = {0} entdio T' = A4, 1 e é claramente diagonalizdvel. Caso contrério tem-se
que 0 < dim(W) < n.

Tem-se que W é T-invariante. Além disso, para qualquer x € W/,

(T = 1) (T = A D(x) = 0.

Concluimos entdo que ¢y, (1) divide (f — 4))(t — 45) -+ (f = 4_y) €, pela hipétese
de indugcdo Ty, é diagonalizavel. Tem-se ainda que A, ndo é um valor préprio de
Ty, e assim

W A Er(A4) =W nNuc(T — 4, 1) = {0}.

Este facto e uma simples aplicagdo do teorema da dimensao a T' — 4, 1, mostram
que existem bases f; = (v, ...,v,)de We B, = (vV,41, ..., V,) de Nuc(T — 4, 1)
tais que f = B; U P, é uma base de V. Para estabelecer este facto é apenas
necessario mostrar que f é um conjunto linearmente independente de vectores.
Consideremos entio escalares a, ... , a,, tais que:

vyt a, v, + &y Ve o+, v, =0,

considerando x = YL a;v; ey = 2| @pyiVypy tem-se que x € W,y €

Nuc(T -4, 1)ex+y =0. Como V = W @ Nuc(T — 4, 1) isto implica que x = 0
ey = 0. Daqui decorre imediatamente que os escalares sdo todos nulos e assim

II
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que B ¢ linearmente independente. V' tem entdo uma base de vectores préprios
de T que, por isso, ¢ diagonalizavel. A



I3

6.5 Exercicios
ProBLEMA 6.1.— Considere a matriz © ESD

1 00
A=10 2 1
2 03

Determine quais dos vetores seguintes sdo vetores proprios da matriz A e, em
caso afirmativo, indique o valor préprio correspondente.

2) (0,2,2); b) (0,5, 0); 0 (-1,-1,2); d) (-2,-2,2).
ProBLEMA 6.2.— Verifique se 4 = 3 é um valor préprio da matriz ©ESD
1 2 -3
A=|10 3 4
-1 1 5

e, em caso afirmativo, determine um vetor proprio associado.

ProBLEMA 6.3.— Para cada uma das matrizes reais seguintes determine o poliné- © ESD
mio caracteristico, os valores préprios, indicando as suas multiplicidades algébrica
e geométrica, e bases para os espacos proprios correspondentes.

i -1 0 1
) |2 _01] b) [2 03] ol-6 2 o]
L (19 5 —4
(5 0 1 (1) 8 f 8 [ 2 1+i 0
1 1 0f e Hl1-i 3 0
-7 1 o] 01 =20 0 0 2]
- 00 0 1 -

ProBLEMA 6.4.— Sem efectuar calculos, indique os valores préprios das matrizes: © ESD

S
A=|0 4 1] B =
00 0 3010
4 5 6 7
ProBLEMA 6.5.— Seja A uma matriz quadrada de ordem 2. ©ESD

(@) Mostre que a equacdo caracteristica de A (ou seja a equagdo c (1) = 0) é:
t—(tr A)t + (det A) = 0.

(b) Determine (tr A) e det A no caso de 5 e 8 serem valores préprios da matriz
A.

ProBLEMA 6.6.— Calcule det(A), sabendo que o polindmio caracteristico de A é ©ESD

dado por:
@c, == +202-1t-5 (O)c,)=t - +7.
ProBLEMA 6.7.— Suponha que v é um vetor préprio de uma matriz invertivel M. ©ESD

Mostre que v também é um vetor préprio de M~! e determine o valor préprio

de M~ que lhe est4 associado.
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ProBLEMA 6.8.— Suponha que a matriz M tem um vetor préprio v associado a
um valor préprio 4. Mostre que v é um vetor préprio de M? associado ao valor
préprio A2,

PrOBLEMA 6.9.— Mostre que as matrizes (quadradas) A e AT tém os mesmos va-
lores proprios. Dé um exemplo de uma matriz A, de ordem 2, que tenha um
valor préprio igual a A = 3 com v um vector préprio associado e tal que v ndo
seja vector proprio de AT associado ao valor préprio 4 = 3.

ProsLEMA 6.10.— Considere a matriz
2 1
<[
(2) Determine os valores proprios e os espagos proprios de A.

(b) Determine os valores proprios e os espacos proprios de A +31,onde 1¢éa
matriz identidade.

(c) Compare os resultados das duas alineas anteriores.

(d) Relacione os valores proprios e vectores préprios de uma matriz A, de or-
dem n, com os valores e vectores proprios da matriz A + k1.

ProBLEMA 6.11.— Seja A uma matriz (3 X 3) com valores préprios 0,1 e 2. Diga,
justificando, se esta informacao ¢ suficiente para:

(a) Calcular a caracteristica de A;

(b) Calcular o determinante de AT A;

(c) Calcular os valores préprios de (A + 21);

(d) Calcular os valores préprios de (A + 1)7!.

ProBLEMA 6.12.— Seja A uma matriz (n X n) tal que a soma das entradas de cada
linha de A é constante igual a k. Mostre que k é um valor préprio de A. (Sugestao:

determine um vetor proprio).

ProBLEMA 6.13.— Sem efectuar quaisquer calculos, determine um valor préprio e
dois vetores proprios linearmente independentes para a matriz

2 2 2
A=|2 2 2|
2 2 2

ProBrEMA 6.14.— Considere as afirmacdes seguintes relativas a matriz

20 0 0
2 .10 0
A=10 0 2 o
0 0 0 —1

I. Os valores proprios de A sio 2, -4 e 1;
II. Owvector (3,2,0,0) éum vector préoprio de A e 2 é o valor préprio associado;

I1I. O vector (3,2,0,0) é um vetor préprio de A e 4 é o valor proprio associado;

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD

© ESD
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IV. A matriz tem valores préprios de multiplicidade algébrica superior a 1.

A lista completa das afirmacdes corretas é

AlelV; B) I; C) eIV D) Il e IV.

ProBLEMA 6.15.— Seja A € R3 X 3 uma matriz quadrada que tem o nimero 3 ©AL
como valor préprio. Sendo 1 a matriz identidade de ordem 3, qual dos seguintes
determinantes pode garantir que se anula?

A) det(A% — 34 + 61); B) det(A? — 44 — 61); C) det(A? — 31); D) det(A” — 3A).

ProBLEMA 6.16.— Determine quais das matrizes seguintes sao diagonalizdveis. Em  © ESD
caso afirmativo, encontre uma matriz P que diagonaliza a matriz A dada e escreva
explicitamente P~'AP = D.

0

|

0

i 20
1 5 1 —i
D |, _2] b) [i 1’] dlo o
- 0 1
ProbLEMA G.17.— Seja A € R¥S tal que os valores préprios de A sio —1,0 e 1. ©AL
Considere as seguintes afirmagdes, em que 1 representa a matriz identidade de
ordem 3:

2 0 0 1 1 0
dlo 3 1] olo -1 1
0 1 3 0 1 1

I. A éinvertivel;
II. O espaco das colunas de A tem dimensio 2;
III. O nucleo de A — 1 tem dimensio 1;

IV. A —1 é invertivel.

Qual ¢ a lista completa de afirmagdes verdadeiras?

AL B) Il e III; Q) lelV; D) I, Il e IV.

ProBLEMA 6.18.— Considere a matriz

-2 -2 1
A=|2 2 -1
0 -1 0

(a) Verifique que A ¢ diagonalizdvel e determine uma matriz diagonal D e uma
matriz P tal que A = PDP!.

(b) Use a alinea anterior para calcular A%, determinando ainda os seus valores

proprios e bases para os espagos proprios.

ProBLEMA 6.19.— Seja A uma matriz quadrada real de ordem n. Determine se sio  © ESD
verdadeiras ou falsas as afirmagdes seguintes. Justifique!

(a) Se existe uma base de R” formada por vectores préprios de A, entio A é
diagonalizavel.
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(b) A é diagonalizavel se tem n vectores proprios.

(c) A é diagonalizavel se e s6 se tem n valores proprios contando as suas multi-

plicidades.

(d) Se A é diagonalizével, entdo tem n valores proprios distintos.

(e) Se A tem n valores préprios distintos, entdo é diagonalizavel.

(f) Se A é diagonalizével, entdo ¢ invertivel.

(g) Se n =3 e A tem dois valores préprios tal que a dimensio de cada espaco
proprio ¢ 1, entdo A ¢é diagonalizavel.

(h) A é uma matriz (5 X 5) com dois valores proprios tais que a dimensio de
um espaco proprio é 3 e a do outro é 2. Entdo, A é diagonalizavel.

PROBLEMA 6.20.— De uma transformacio linear T’ : R? — R sabe-se o seguinte:

1. T tem apenas um valor préprio, 4;
2. (1,1,0) € Ep(A);
3. se B é a base canénica de R3 entio [T] p ¢ triangular superior;
4. T(1,1,1)=(2,2,1).
Nestas condicbes, para qualquer (x, y, z) € R3, a expressio correcta é:
A) T(x,y,2)=(x+y+z,y+22),
B) T(x,y,z2) =(x+y,y+z,y+ 2),
C) T(x,y,z) =(x+2z,y+z,2),
D) T(x,y,z) = (x+y,y+ z,2).
ProBLEMA 6.21.— Seja A uma matriz (3 X 3) que verifica:
Nuc(A —21) = {0}, Nuc(4) = {0} e dim(Nuc(A —31)) = 1.
Diga quais das afirmagdes seguintes sao verdadeiras:
(@) 2 ndo é valor proprio de A.
(b) A nio é invertivel.
(¢) Zero ndo é um valor préprio de A.
(d) 3 é um valor préprio de A cuja multiplicidade geométrica é 2.

(e) Se se tiver dim(Nuc(A)) = 2 em vez de dim(Nuc(A)) = 0, entdo a matriz A
¢ semelhante a matriz diagonal diag(0, 0, 3).

(f) A matriz A — 21 é invertivel.

ProBLEMA 6.22.— Seja T : R,[f] — R,[f] uma transformacio linear cuja repre-

sentacio em relacdo 2 base canénica B = (1,1,1%) de R,[?] é a matriz

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Qual dos seguintes polinémios é vector préprio de T7?

A1 +41 -1, B) 1 + 21+ 12, C)1-3t+17, D)1 -2t + 1%

© AL

© ESD

©AL
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ProBLEMA 6.23.— Seja ©AL

Sabendo que A = 7 é valor préprio de A qual dos seguintes conjuntos contém os

outros valores proprios?

A) {2,3}, B) {—1,4}, C) {0,1}, D) {-2,6}.

PROBLEMA 6.24.— Sejam u, v e w vetores ndo nulos de R3 e A uma matriz (3x3) ©ESD
tal que Au = 2u, Av = 0 e Aw = w. Diga qual das afirmacdes seguintes ¢é
verdadeira:

(@ B = (u,v,w) ndo é uma base de R3.

(b) A matriz A ndo é invertivel.

(c) A matriz A nio é diagonalizével.

(d) 4 =1 néo é um valor préprio de A.
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SOLUCOES DOS EXERCICIOS
SoLucio (Do PROBLEMA 6.1).— Temos:

R R E R A e

Assim. os vectores das alineas (a), (b) e (d) sio vectores proprios de A, associados
aos valores proprios 3, 2 e 1, respectivamente. ¥

SoLuGio (Do PROBLEMA 6.2).— Para resolver a questdo basta determinar Nuc(A —
31) e verificar que nio ¢é trivial. Temos entao:

-2 2 =30 -11 210 -11 210 -1 1
0 0 4(0|-]-2 2 -3|0|->|10 O =7{0|—>10 O
-11 210 0 0 410 0 0 410 0 O

Tem-se entdo que

Nuc(A-31)={(x,y,2) | z=0Ay = x}.

o

210
4
0

o

Um exemplo de vector préprio associado ao valor préprio 3 pode ser (1, 1,0).[A

Sorugio (Do PROBLEMA 6.3).— A titulo de exemplo consideramos as alineas (e) e
(f), cujas matrizes designamos por A e B, respectivamente.

(e) Temos que:

T % f 8 —t 0 2 -
a=la-ai=|, [ J|=a=n|1t 1 |=@=-D|- 0
0 o o 1o 0 1 -2-¢ 0 1
1 -t 1 )
—t-Dlo =2 t+2]l=¢-n" T2 ot 12+2n
A 1 —(t+2)

Tem-se assim que A(A) = {2, 1}. Quanto aos espacos préprios tem-se:
E,1)=Nuc(A-1)={(,y,z,w) | z=x Ay =3x}
= LR4({(1’ 37 1’0)’ (07 07 07 1)})a
enquanto que
E (=2)=Nuc(A+201) ={(x,y,z,w) | y=w=0Az=—x}
= Lpa({(1,0,-1,0)}).
(f) Tem-se

2—t 1+i

s =1B-ril=C-n| _ "

=—(t-2)t - - 1).

Assim A(B) = {1,2,4}. Calculando os espagos proéprios pelo processo habitual
obtém-se que:

E((B) = Les({(=1 —14,1,0)});

Ey(B) = Le3({(0,0, D});

E,B)=Las({(1+i,2,0)}).




A titulo de exemplo mostramos o céalculo de E,(B). Para determinar este espago
temos que determinar o nicleo de B — 41 ou seja resolver o sistema abaixo:

-2 1+i 0|0 1 —1+d2 010 (D)L +L,—L, 1 —1+d2 0|0
1-i -1 0 |0|—>|1—i -1 0|0 ————>10 0 010

0 0 -2|0 0 0 210 0 0 210

Assim,
E,B)={(x,y.2) | z=0Ax=(1+1y2}
= Les({((A+0)/2,1,0)}) = Lea({(1+4,2,0)}).

SoLugio (Do PROBLEMA 6.4).— Aresolucio baseia-se numa simples observacdo: se
A ¢ uma matriz triangular entdo A — ¢1 também ¢ triangular e assim c4(7) pode
escrever-se como um produto de factores da forma (d —f) onde d é um elemento
da diagonal principal de A.

Tem-se: A(A) = {0,2,4} e A(B) = {1,2,7). z

SorucAo (Do PROBLEMA 6.5).— (a) Consideremos:
a b
A=
Neste caso temos que tr A = a + d e |A| = ad — bc. Calculando o polinémio
caracteristico de A temos:

a—t b

g =(t—a)t—d)—bc=1>=(a+d)t+ad — bc = 1> — (tr A)t + det(A),

cu(t) =

Como se pretendia.

(b) Se 5 e 8 sdo valores préprios de A entdo c,(t) = (t — 5)(t — 8) = 12 — 131 + 40.
Assim, pela alinea anterior temos que o traco de A é 13 e o determinante de A é

40. A
SoLugio (Do PROBLEMA 6.6).— Basta observar que c4(0) = |[A—01| = |A|. Assim,
no caso de (a) |A| = =5 e no caso (b), |A| = 7. IZI

SoLugio (po PROBLEMA ??).— Suponhamos que v € Ej,;(4). Tem-se assim que
Mv = Av. Multiplicando ambos os membros desta igualdade por M~! obtemos
v =AMy, ou seja
M~ lv= lV.
A

(Observe-se que se tem necessariamente 4 # 0 pois caso contrério, E (0) =
Nuc(A) seria nio trivial e M nido seria invertivel.)

Concluimos entdo que v é vector préprio de M~! e estd associado ao valor
proprio 1/A. %

SoLugio (Do PROBLEMA 6.8).— Tem-se que:

M?v = M(Mv)=MAv=AMv = A%v.

|
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SoLugio (DO PROBLEMA 6.9).— Para a primeira parte basta observar o seguinte:
) =|AT =11 = |JAT =) = [(A=tD)T| = |[A—11] = c,(t).

Assim, A e AT tém o mesmo polinémio caracteristico, pelo que tém os mesmos
valores proprios.
No que respeita a segunda parte, considerando a matriz

11
A=
b 3
ela tem os valores proprios 1 e 3 (0 mesmo sucedendo para AT). Calculando os
espacos proprios E 47(3) e E4(3), obtemos:

2 1
EA(3)=NuC<[O 0]) = {6 |y =2x} = Le({(1,2)})
enquanto que:

20
E,7(3) = Nuc ([ | 0]) ={(x, ) | x =0} = Lp2({(0, D}).
Tem-se claramente que E4(3) # E47(3). IZI
Sorugio (Do PrROBLEMA 6.10).— Consideramos apena a alinea (d). Quanto aos va-
lores proprios tem-se o seguinte:
Car1) =[A+ kT =11 = |A—(t = k)| = c4(t — k).
Ou seja 4 é valor proprio de A se e s6 se 4 + k ¢ valor proprio de A + k1.
Por outro lado tem-se v € E 4(A) se e s6 se Av = Av se e s6 se
A+ kD)yv=Av+kv=(A+k)V

ou seja, se e sése v € E (4 + k). 1

Sorugio (Do PrOBLEMA 6.11).— Nas condicdes do enunciado, concluimos que

(1) = =1t — 1)(t = 2)
Os valores proprios tém todos multiplicidade algébrica 1, pelo que os espagos

proprios tém todos dimensdo 1. Em particular temos que E 4(0) = Nuc(A) tem
dimensio 1, ou seja a nulidade de A é 1 (pelo que a caracteristica é 2). Assim:

(a) sim, tem-se car(A) = 2.

(b) 1ATA| = AT[|A] = |A]* = (c4(0).

(c) Tendo em conta o exercicio precedente, os valores préprios de A sio 2,3 e
4.

(d) Os valores proprios de A + 1 sdo 1,2 e 3, pelo que os valores proprios da
inversa sdo inversos destes i.e., 1, 1/2 e 1/3. |

SoLuc¢Ao (Do PROBLEMA 6.12).— Tem-se:

1 k 1

1 k 1
A : =A*,1+A*,2+"'+A*,n= . =k :



O que mostra que k ¢ um valor préprio de A, associado ao vector (1,1, ..., 1).1

Sorugo (Do PrROBLEMA 6.13).— A dimensdo do espaco das linhas (e das colunas)
de A é 1. Logo o nicleo da matriz tem dimensio 2. Além disso, os elementos do
nucleo sdo os (x, y, z) tais que z = —(x+y) pelo que os vectores (1,0, —1), (0, 1, —1)
sdo elementos do nucleo e sio claramente linearmente independentes. |

Sorugio (Do PrOBLEMA ??).— Tem-se (A é triangular inferior):
c ) =1A—t1] =@+ 1) -2)7

Assim, os valores proprios de A sdo —1 e 2. A afirmacéo I. é assim falsa. Relativa-
mente a segunda afirmacdo tem-se:

31 [6 3
2| |4 2
Ao[={o|=?o
ol [0 0

pelo que II. é verdadeira. A afirmacio III. ¢ falsa pois, como vimos, 4 nio é valor
proprio de A. A multiplicidade algébrica de qualquer um dos valores préprios de
A é 2logo IV. é verdadeira.

A opg¢io correcta é entdo a C). ¥

SoLugio (Do PROBLEMA 6.15).— Sabemos que det(4 — 31) = 0 e tendo em conta
que o determinante de um produto é o produto dos determinantes, devemos
procurar uma expressao onde A —31 se possa por em evidéncia. Como estamos a
calcular de terminantes da forma det(p(A) onde p(¢) é um polindémio, a resposta a
nossa questao depende da forma como esses polinémios se factorizam em factores
irredutiveis. Em particular, apenas podemos garantir que os determinantes se
anulam se ¢ — 3 for um factor de p(?).

A) det(A% — 34 + 61) = det(p(A)) onde p(r) = > = 3t + 6 que ja é irredutivel.
B) det(A% — 4A — 61) = det(p(A)) onde p(r) = 1> — 4t — 6 que é irredutivel.

C) det(A? — 31) = det(p(A)) onde p(t) = 1> =3 = (t — V/3)(t + V/3).

D) det(A? — 3A) = det(p(A)) onde p(t) = 1> — 3t = 1(t — 3).

Assim, o unico determinante que podemos garantir que se anula é o da alinea
D). 4
SoLucio (Do PROBLEMA 6.16).— A titulo ilustrativo consideramos as alineas b) e d).

b) Trata-se de uma matriz complexa (denotemo-la por A). O respectivo polinémio
caracteristico é
1—1
)= 1A-11] =

b T = — 1) =2 =11 - 2).
i 11—t

Como o polinémio caracteristico desta matriz de ordem 2 tem duas raizes distin-
tas, ou seja, como existem dois valores préprios distintos, concluimos que A é
diagonalizavel.

A matriz P ¢ entdo uma matriz que muda de uma base de vectores proprios
para a base candnica. Para a obtermos precisamos de calcular os espagos proprios

21
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associados a cada valor préprio. Tem-se:
E ,(0) = Nuc(A). Fazendo as contas obtém-se:
1 —-i|0 N 1 —-i|0
i 110 0 010
Ou seja, Nuc(A4) = {(x,y) | x =iy} = Le2({G, D}).
E 4(2) = Nuc(A — 21). Ou seja,
-1 —-i |0 . -1 —i|0
i =110 0 010

Ouseja, Nuc(A) = {(x,y) | x = =iy} = Le2({(—i, D }). 1

A matriz P é entdo

e tem-se que:

i R s e

d) Denotemos por A a matriz indicada. Calculando o polinémio caracteristico

temos:
2—t 0 O 2—-t 0 O 2—1t 0 0
c,)=1A=tl|=| 0 —t 1|l==|0 1 —t|==|0 1 -t |=-@=-2@-D.
0 1 —t 0 -t 1 0 0 1-¢
ou seja c4(t) = —(t — 2)(t — 1)( + 1). Mais uma vez, como estamos perante

uma matriz de ordem 3 com 3 valores préprios distintos, podemos concluir que
a matriz ¢ diagonalizavel.

Para determinar a matriz P temos que determinar uma base de vectores pré-
prios, o que pressupde que determinemos bases para os diferentes espacos pro-
prios.

E (1) = Nuc(A — 1), ou seja,

1 0 0|0 1 0 0]0
0 -1 1 (0]—-]0 =1 1]0
0 1 -1|0 0 0 0]0

pelo que Nuc(A - 1) = {(x,y,2) | x=0Az =y} = Lps({(0, 1, 1) });
E4(—=1) = Nuc(A + 1), ou seja,

30 0(0 30 0(0
01 1(]0]|-|0 1 1|0
01 1(0 0 0 0(0

peloque Nuc(A+ 1) = {(x,y,2) | x=0Az= -y} = Lps({(0, 1, =1)});
E 4(2) = Nuc(A — 21), ou seja,

0O 0 010 0O 0 010 01 =210
0 -2 1(0]|-|0 1 -2]01-(0 0 =310

0 1 -2|0 0 -2 110 00 010



pelo que Nuc(A —21) = {(x,y,2) | y =z =0} = Ls({(1,0,0)}).

0 0 1
P=(1 1 0.
1 -1 0

1 0 0
0 -1 1|=P'aP.

0 0 2

Temos entdo que,

Além disso,

Sorucio (Do PROBLEMA 6.17).— Consideremos as afirmacdes uma a uma. A matriz
A tem como valor préprio 0 pelo que o seu nicleo nio ¢é trivial e assim nao pode
ser invertivel. A afirmacdo I é assim falsa.

Como existem trés valores proprios distintos, cada um dos espagos proprios,
em particular E,(0) = Nuc(A), tém dimensdo 1. Desta forma a nulidade de A ¢
1 pelo que a respectiva caracteristica (ou seja a dimensio do espaco das colunas)
serd 2. Assim, a afirmacio II é verdadeira.

A afirmagdo Il também é verdadeira, porque como jd notamos, dim(E 4(1)) =
dim(Nuc(A - 1)) = 1.

A afirmacio IV ¢ evidentemente falsa pois Nuc(A — 1) ndo é trivial.

A resposta correcta é entdo a B). ¥

Sorugio (Do PrOBLEMA 6.18).— (a) O polindémio caracteristico de A é

c(t) = =1t = 1) + 1).

Pelo que A tem trés valores proprios distintos e, por isso, é diagonalizavel. Para
obter a matriz P precisamos de determinar os espacos proprios. Os cdlculos usu-
ais permitem obter:

E4(0) = Lgs({(1,0,2)});
E4(1) = Lga({(1, =1, D});
Ej(=1) = Lgs({(=1, 1, D}).

Tem-se entdo que:

00 O 1 1 -1
D=]0 1 O e P=|0 -1 1
0 0 -1 2 1 1

(b) Para calcular A® basta observar que:
A25 — (PDP—I)ZS — PDZSP_I,

e observar que

0» 0 0
D¥=[0 (- 0 |=D
0 0 1%

ou seja A% = A. |
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Sorucio (Do PROBLEMA ??).—  (a) A afirmacio é verdadeira, de facto a existéncia
de uma base de vectores proprios é equivalente ao facto de uma matriz ser
diagonalizavel.

(b) Aafirmacio é falsa. S seria verdadeira se conseguissemos garantir que esses
n vectores eram linearmente independentes, pois nesse caso constituiriam
uma base de R”".

(c) Aafirmacdo é falsa. S6 seria verdadeira se os n valores proprios fossem todos
diferentes. Caso contrario é possivel que a multiplicidade geométrica de
uma valor proprio seja estritamente inferior a sua multiplicidade algébrica

e, nesse caso, a matriz nio é diagonalizavel e.g. se A é a mtriz

1 10
A=10 1 1
0 0 1
tem polinémio caracteristico c4(t) = —(t — 1)? ie. A(4) = {1}. O valor

proéprio 1 tem entio multiplicidade algébrica 1, mas, se calcularmos o res-
pectivo espago proprio, obtemos dim(E 4(1)) = 1, ou seja a multiplicidade
geométrica é apenas 1.

(d) A afirmacio é verdadeira.

(¢) A afirmacdo é falsa. A matriz nula é diagonal, logo é diagonalizével, no

entanto nio é invertivel.

(f) A afirmacio é falsa porque nestas circunstincias nio conseguimos formar
uma base de R? consistindo de vectores préprios (o méximo que consegui-
mos ¢ um conjunto linearmente independente de vectores préprios com 2
vectores.)

(g) Aafirmacio é verdadeira. Se A, A, sdo os valores préprios de A e, digamos,
{v{,Vp,v3} ébasede E (4;) e {w;, W, } ébase de E 4(4,)3 entio, o conjunto
{V1, V3, V3, Wy, W, } élinearmente independente e, portanto, uma base de R,
consistindo de vectores proprios de A. |

SoLuGio (Do PROBLEMA 6.20).— Sabemos que T'(1, 1,0) é um multiplo de (1, 1, 0)
e que T'(1,1,1) = (2,2, 1). Substituindo estes vectores nas diferentes expressoes
verificamos imediatamente que a primeira condigdo sé é satisfeita pela expressio
na alinea C). Pelo que esta é a resposta correcta. Embora isso ndo fosse necessario,
pode verificar-se que considerando a expressdo na alinea C) ela verifica também as
outras duas condi¢desi.e. T'(1,1, 1) = (2,2, 1) e quanto a representagio matricial
na base candnica ela é:

1 00

Tl=0 1 1

0 0 1
pelo que ¢ triangular superior. A
Sorugio (Do PROBLEMA 2?).—  (a) A firmacdo é verdadeira. (Recorde-se que 4 é

valor proprio de A sse Nuc(A — A1) ndo é trivial.)



(b) Aafirmacio é falsa, dado que Nuc(A) é trivial e isso implica a invertibilidade
de A.

(c) A afirmacio é verdadeira. (Como em (a).)

(d) A afirmacio ¢ falsa, 3 é de facto valor préprio, como o atesta a nio triviali-
dade do Nuc(A — 31) mas a dimensio deste nucleo, que é a dimensio de
E 4(3), corresponde a multiplicidade geométrica que é, portanto, 1 e ndo 2,

como se afirma.

(€) A afirmacio ¢ verdadeira. Neste caso existiria uma base de R? consistindo
de dois vectores préprios associados ao valor proprio 0 e um vector préprio
associado a 3.

(f) A afirmacio é verdadeira porque o nicleo desta matriz é trivial. A

Sorugio (Do PROBLEMA 6.22).— Podemos trabalhar em termos de coordenadas na
base canénica B de R,[f]. Tem-se que p(t) é vector préprio se e s6 se (em termos
de coordenadas) se tiver:

[T1p(p())p = A(p(1)) g

para algum 4 € R. Lembrando que (a+bt+ct?) g = (a,b,c) e que j-ésima coluna
de AB corresponde a multiplicar A pela j-ésima coluna de B, podemos calcular:

1231 1 1 1 6 8 20

4 5 6|4 2 -3 2|=|18 20 =5 O

7 8 9][-1 1 1 1 30 32 -8 0
Observe-se que as colunas da matriz (3 X 4) do lado esquerdo da igualdade sao
os vectores de coordenadas dos polinémios indicados e que as colunas da matriz
a direita do sinal de igualdade sdo os resultados de multiplicar A por cada uma
dessas colunas. Feita esta observacio e tendo em conta as considerac¢des iniciais,
o unico vector proprio de [T] 5 é o vector (1, —2, 1) (pertence ao nucleo da matriz
estando assim associado ao valor préprio 0). Regressando ao espaco original e a
transformacio T, dos vectores indicados, o tinico que é vector proprio de T' é o
vector (1, =2, DB =1 -2r + 12 1

Sorugio (Do PrROBLEMA 6.23).— Calculando o polinémio caracteristico de A obte-
mos:
c (DA =11 = = — 9% + 15t = 7)

Como sabemos que 7 é valor préprio, também sabemos que 7 é raiz deste poli-
némio que, portanto, ¢ divisivel por f — 7. Usando a regra de Ruffini concluimos
que:

c ) = —(t =T - 1)
Assim, para além de 7, a matriz A tem o valor proprio 1, pelo que a resposta
correcta é a C). i

SoLuGio (Do PROBLEMA 6.24).—  (a) A afirmacio ¢ falsa. Os vectores u,v e w
sdo vectores associados a valores proprios distintos, assim sdo linearmente
independentes. Constituem portanto uma base de R>.
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b) A afirmacio é verdadeira ja que o nucleo de A ndo é trivial.
Jaq
(0) A afirmacio é falsa, pois como vimos em (a), R® tem uma base de vectores
proprios.

(d) A afirmacio é falsa porque Aw = w implica que 1 é valor préprio da matriz

A. |



