Semana 15
Espacos lineares com produto interno

As sec¢des marcadas com um asterisco (*¥) sdo secgdes contendo topicos
complementares, mais avangados, e ndo serdo leccionados no curso nem serdo alvo
de avaliagdo.

Além disso, embora estas notas considerem a situagao geral envolvendo espagos linea-

res reais e complexos, ao longo do curso focar-nos-emos essencialmente em espagos

reais.

7.1 PRODUTO INTERNO

DErFINIGAO 7.1.— Um produto interno num espago vectorial sobre K é uma fungdo
)Y VXV > K
que satisfaz:

(1) (bilinearidade):

@ (ax+py,z) = a(x,z) + f{y,z) e,
(b) (x,ay + fz) = a(x,y) + f{(x,z).

(@ (x.y) = (y.%).
(3) ((:,-) € definida positiva): (x,x) > 0e (x,x) = 0seesésex=0."

DerINIgAO 7.2.— Um espago linear V', de dimensdo finita, equipado com um produto
interno diz-se um espaco com produto interno.

Se V' é um espaco linear, (-, -) ¢ um produto interno e se W é um subespaco de V'
entdo, considerando em W a restri¢do (-,-)y, : W X W — K de (-, -), definida
por (X,y)y = (X,y) (com X,y € W) a funcio (-, ), continua a satisfazer as
condi¢des da definicdo 7.1 e, por isso, é um produto interno em W. Ou seja,
um subespaco de um espaco com produto interno ¢ um espago com produto
interno, considerando como produto interno a restricao daquele que esta definido
no espaco ambiente.

" No caso complexo, a condicdo
(x,x) > 0 significa que (x,x) é
sempre um nimero real e enquanto
numero real é nio-negativo. (Como
se sabe, ao contrdrio dos reais, nio se
define normalmente uma ordenacio
nos nimeros complexos. Nio que
isso seja impossivel, mas como nio
existe nenhuma que estenda a dos
reais e a0 mesmo tempo preserve

as propriedades algébricas, nio se
considera util introduzir nenhuma
ordenacdo dos complexos.)



LEMA 7.3.— Seja V' um espago linear com um produto interno (-, -). Para qualquer
u € V tem-se que (u,x) = 0, para todo o x € V se e s6 se u = 0. (Dizemos que o
produto interno é nio-degenerado.)

DeMoNsTRAGRO.— E claro que se u = 0 ento, para qualquer x € V tem-se:
(u,x) = (0,x) = (00, x) = 0(0,x) = 0.

Reciprocamente tem-se, considerando o caso particular x = u, que (u,u) =0 e
entdo tem que se ter u = 0, por (3) na definicio 7.1. A

Exempro .— Em R”, o produto interno canénico define-se:
(Ceps e X))y 15 o Y)) = X101+ 0+ XD

Exempro 2.— Em C", o produto interno canénico define-se:
((Xps s X)) V15 o0 V) = X1 J1 o+ X,

Exempro 3.— Seja V' = €([0, 1]) o espaco linear real consistindo nas funcdes
continuas definidas no intervalo [0, 1]. Definido:

1
(f.8) = / f(g@) dt,
0
obtemos um produto interno em V.

ExempLo 4.— Seja A € K™, A matriz transconjugada de A que se denota por

A" define-se (A¥);; = A, ie, A" obtém-se conjugando todas as entradas da

transposta de A.
Observe-se que o produto interno canénico em K" é definido por (x,y) = y*x.
Observe-se ainda que se as entradas de A sdo reais entio A* = A'.
Considerando V' = K" define-se um produto interno em V' considerando:

(A, B) = tr(B* A).

TEOREMA 7.4.— Sejam V um espago linear com produto interno, x,y,z € Vea € K.
Tem-se:

@ (xy+z)=(xy)+(x2)

@) (x.ay) =a(x.y).

(3) (x,0)=0.

(4) Se (x,y) = (x,z), para qualquer x € V entdoy = z.

DeMoNsTRAGRO.— (1) Tem-se que

(wx+y) =&+yu)=xu+yu)=(xu)+(yu)
= (u, x) + (u, y) = (u, x) + (. y).

(2) Tem-se:

(x, ay) = (ay,x) = a(y, x) = a(y,x) = &(x,y).
(3) Como 00 = 0 tem-se {x, 0) = (x,00) = 0(x,0) = 0.

(4) Nas condicdes indicadas tem-se que (x,z—y) = 0, para todo o x. Em particular



tem-se entdo (z —y,z —y) = 0 o que implica imediatamente z = y, como se
pretendia. A

A nogio de produto interno é uma nocio fundamental que pode ser usada para
definir uma variedade de outras no¢des geometricamente significativas como por
exemplo as nogdes de comprimento, distdncia e de dngulo.

DErINIGAO 7.5.— Seja V' um espago com produto interno. A norma (induzida pelo
produto interno) de x € V' define-se:

lIxIl = V{x,x).

A norma induzida pelo produto interno, pode ser vista como uma funcio || - || :
V- RS

Exempro 5.— No caso do espaco R" com o produto interno canénico, a norma
induzida pelo produto interno ¢ a norma euclidiana usual i.e.,

[[CTe | = \/((xl, ey X)), (X, X)) = \/x%+ +x%.

Exempro 6.— No caso de C" com o produto interno canénico, a norma dada pelo

produto interno é:

1(zys -z )l = \/((zl,...,zn),(zl,...,zn))
= \/lel + et ann = \/lzll2 + -+ |zn|2

TeOREMA 7.6.— Seja V' um espago com produto interno. Dados x € V ea € K
tem-se:

@ Neax|l = lalllx|l;

(@) Xl >0e||x|| =0seesdsex=0.

DEMONSTRAGAO.—
@ llax|l = {ax, ax) = Vaay/{x,x) = V]a2[Ix|| = |a][x]].

(2) Tem-se que ||x]| = 4/(x,x) > 0. Por outro lado (x,x) = 0 se e s6 se x = 0,
pelo que se tem ||x|| = 0 se e s6 se x = 0. A

TEOREMA 7.7 (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ). —
Suponhamos que V' é um espago com produto interno. Para quaisquer vectores X,y €
V tem-se que:

(xy) < IIxIPllyl? (7.1

Além disso, em (7.1) tem-se a igualdade se e s6 se os vectores forem linearmente depen-
dentes.

DemonsTtrAGRO.— Consideremos a funcio (real de varidvel real), i, definida atra-
vés da relacio:
h) =lx+ > (2€R)

Tem-se que:

X + AylP= (x + Ay, x + Ay) = AX(y,y) + 2A(x,y) + (x,X) =
= 2yl +2(x,y) + [Ix|I>.



Como ||x + Ay|| > 0 para qualquer 4 € R, resulta que
Ayl +24(x,y) + IxII* > 0,
para qualquer 4 € R. Tem-se entdo que
h(A) = ZIyII* + 240, y) + [Ix]1* 2 0

ou seja, a funcio A(A) é uma fun¢io quadratica que é sempre > 0. Desta forma,
o respectivo discriminante ou ¢ nulo ou é negativo.” Ou seja,

4x,y)* = IxIPllyll* < 0

ou, o que ¢é equivalente (X, y)? < [IxIIllyll*. Eliminando os quadrados obtemos
[(x,¥)| < lIx|lllyll, como se pretendia.

Se se tiver a igualdade |(x,y)| = [Ix|||ly|l entdo, o discriminante da funcio
quadratica, h, i.e. ylIZ + 24(x,y) + |Ix]|?, tem que se anular e, desta forma a
funcio h(A) = [|x + Ay|| tem uma raiz real, digamos A,. Mas, se |[|x + Agy|| = 0
isso implica que X + Agy = 0, ou seja {X,y} ¢ linearmente dependente. A

Nos casos R? e R? o 4ngulo determinado por dois vectores, X,y, que denota-
mos por 6, , pode ser determinado indirectamente através da determinacao do
respectivo cosseno, que ¢ dado pela relagdo:

(x.y)
cos(fy ) = ————.
0 Iyl

Ora, a desigualdade de Cauchy-Schwarz equivale a afirmar que

X
< XYy
Iyl
ou seja, podemos ver o quociente como o valor de um cosseno e, desta forma

generalizar o que se passa nos espacos com produto interno canénico R? e R* a
um qualquer espaco com um produto interno, definindo:

DEerINIGAO 7.8.— Seja V' um espago com produto interno. Dados vectores X,y € V,
o dngulo determinado pelos vectores x ey, que se denota 0y , €,

0,y = arccos <M> .
’ Iyl
TEOREMA 7.9 (DESIGUALDADE TRIANGULAR).— Sejam, V' um espaco com produto in-
terno e X,y € V. Tem-se:
lIx +yll < {IxIl + llyll- (72)
DemonsTrRAGAO.— Considerando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos,

X+ yIIP= 11X + 20, y) + Iy 1> < x> + 201yl + 1yl
= (IIx + llylD?,
donde se conclui que ||x +y|| < [|x]| + |lyll, como pretendido. |

DErINIGAO 7.10.— Seja V' um espago com produto interno. Dados X,y € V dizemos
que X,y sdo ortogonais, escrevemos X Ly, se (X,y) = 0.

Nos espacos R? e R? com os produtos internos canénicos, dois vectores sao or-
togonais se e s se sdo perpendiculares, no sentido geométrico do termo. Assim,

> Caso contrario h(A) = 0 teria duas
solugdes reais e e fungio h(A) tomaria
valores negativos.



a definicdo anterior, uma vez mais, generaliza esta no¢do a espagos com produto
interno arbitrérios.

TEOREMA 7.11 (DE PITAGORAS).— Se V' € um espago com produto interno, x,y € V e
x L y entdo,
2 2 2
lIx = ylI” = lIx[I” + [Iyll*.

Podemos mesmo caracterizar os casos em que se tem ||x + y|| = [|x|| + ||y]|. De
facto, quando se tem a igualdade, isso implica
2 2 2 2
IXI17 4+ 2¢x, y) + Iyll7 = lIxI17 + 210y [+ [y ll=

ou seja, (X,y) = [[x]l[ly]l. Pelo que ja foi estabelecido, isto implica que x = Ay,
para algum escalar A. Mas, assim, tem-se que:

x.y) = lIxlllyll © (dy,y) = IAyllllyll & A = [4],
ou seja 4 > 0. Inversamente, se x = Ay para um A > 0 entdo,

Ix+yll= 14y +yll = [[(A+ Dyll = (4 + Dllyll =
= AlIX|l =+ lIxIl = 1Ayl + y [l = IxI[ + lIyll.

TEOREMA 7.12 (DESIGUALDADE DE PTOLOMEU).— Sejam, V' um espago com produto in-
ternoe X,y,z € V. Tem-se:

Ix =yllllzll < lly = zlllIxIl + Iz = xIHyll. (7.3)

DEeMONSTRAGAO.— Se um dos vectores ¢ nulo, a desigualdade ¢é trivialmente ver-
dadeira. Supomos entdo que nenhum dos vectores é nulo. Consideremos os

vectores . .
X=—X, y=—y, Z=—2Z
Il Iyl 1|l
Tem-se:
2
. 12 (x.y) 1 lIx -yl
k= ylP = —2— oy = (T
[N} x>yl izl lIxIlyll
ou seja,
I =yl = 2
Iyl

(Como é claro idénticas relagdes valem para qualquer outro par de vectores.) Pela
desigualdade triangular ten-se:
X — -z -
Ix=yll _lly=2l , llz=xI
Xyl = iylHlizll Nz i)
A desigualdade de Ptolomeu obtém-se agora multiplicando ambos os membros

da desigualdade anterior por ||x||||y|l]lz]l- %

TeOREMA 7.13.— Sejam, V' um espago linear com produto interno e || - || a norma
induzida pelo produto interno. Tem-se:

HixIl =1yl < llx = ylI.

DemonsTRAGRO.— Tem-se que [|X|| = [|[x —y +y|| < [[x =yl + |lyll. Desta forma
podemos concluir que

lIxll =1yl < lIx = ylI.



Por outro lado, ||y|| = |ly — x + x|| < |Ix — y|| + ||X]| e, desta forma, ||y — ||x]|| <
lIx = yll, ou seja

IxIl = llyll = =lIx = ylI.
Em suma, tem-se que
=X =yl <=lx=yll < lIx =yl
o que equivale a [|[x]| — [ly]l| < |Ix — y]|, como se pretendia. |
Usando a norma induzida pelo produto interno definimos uma métrica ou fungdo
distncia d(x,y) que se define de acordo com o seguinte:
d(x,y) = lIx=yll.

TEOREMA 7.14.— Tem-se que:

() dx,y)>0ed(x,y)=0seesosex =y.
(2) d(x,y) =d(y,x).
(3) dx,y) <d(x,u) +d(u,y).

7.2*  ESPACOS NORMADOS E ESPAGOS METRICOS
DErINIGAO 7.15 (NORMA).— Seja V um espago linear. Uma normaemV é uma fungdo
-1l : V — R que satisfaz:

(® x|l =0e||x|| =0seesdsex=0;

@) llex|l = lalIx[l;

G) lIx+yll < lIxll+ Iyl

Um espaco linear equipado com uma mnorma diz-se um espaco normado.

DEFINIGAO 7.16 (DISTANCIA).— Seja X um conjunto.3 Uma fungdod : X X X — R *Nio se pressupde em X nenhum

. S TP tipo de estrutura algébrica.
diz-se uma fungdo distdncia se P 2

(@ d(x,y)>0ed(x,y)=0seesdsex=y;
(b) d(x,y) =d(y,x);
© d(x,y) <dCx,u) +d(u,y).
Um conjunto X equipado com uma fungdo distdncia i.e., um par da forma (X, d)

onde X é um conjunto ndo-vazio e d é uma fungdo distdncia em X diz-se um espaco

métrico.

Vimos anteriormente que se um espaco linear possui um produto interno entio,

esse produto interno induz uma norma que se define através da relacao

lIxIl = V{x,x).

As normas que sdo induzidas por um produto interno satisfazem a denominada

lei do paralelogramo.



TEOREMA 7.17.— Sejam, V' um espago linear com produto interno e || - || a norma
induzida pelo produto interno. Nestas condigdes, || - || satisfaz a lei do paralelogramo
Le.,
201x11% + 211y lI1* = Ix + ylI* + lIx = ylI* (7.4)
Neste caso, o produto interno pode ser definido a partir da norma através da identi-
dade
4x.y) = lIx+yl?> = lIx -yl 75)
se V for um espago real e,
40, y) = Ix+ylI* = Ix = ull® +illx + iyll* = Ix = iy[I*) (7.6)

se V' for um espago complexo.

DemoNsTRAGAO.— Tem-se que
X+ Y12+ lIx =ylI* = (x +y,x+y) + (x =y, x—y) =

= (X,X) + (X, ¥) + (¥, X) +(y,y)
(X, Xx) = (%,y) =y, x) +{y,y) =

=2[IxI1* + 2[lylI%,
como se pretendia. %
LEMA 7.18.— Sejam V um espago linear e || - || ua norma em V. Tem-se:
HIxI =Myl < lIx =yl (77)

DeMoNsTRAGAO.— Exactamente a mesma demonstragio que no caso do Teorema
7.13, pois a demonstracdo depende apenas da desigualdade triangular que é uma
propriedade de qualquer norma. 1

Qualquer norma permite definir uma funcio distancia (ou métrica) de acordo com
a relacio:

dx,y) =[x =yl
Desta forma qualquer espaco normado é também um espaco métrico conside-
rando a métrica induzida pela norma. Observe-se que R e C sdo espagos nor-
mados considerando como normas as fun¢ées médulo (em R e em C). Deste

modo R e C sdo espacos métricos considerando em ambos os acasos a métrica
d(a,b) = |a—b|.

DEFINIGEO 7.19 (FUNGAO cONTINUA).— Sejam (X, d), (X, d) espagos métricos. Uma
fungdo f : X — X écontinuaema € X:
(Ve > 0)(F6 > 0)[d(x,a) < 6 = d(f(x), f(a)) < €].
A fungdo f € continua em X se é continua em qualquer a € X.
Em particular, se U e V sio espagos normados, com as normas || - [ e || - |l e
se f : U - V é uma funcio, entdo f é continuaemu € U se
(Ve > 0)@5 > O)[[Ix — ully <& = /() — FWIly <el.

O resultado do teorema precedente implica imediatamente que uma norma é uma

funcio continua.



TEOREMA 7.20.— Seja V' um espago linear com uma norma || - || satisfazendo a lei
do paralelogramo. Se V' é um espago linear real entdo a relagdo

1
£00y) = 5 (Ix+yI2 = lIx = yIP)
define um produto interno em V. Se, por outro lado, V' é um espaco linear complexo
entdo, a relacdo
1 . . .
£00y) = 7 (Ix+yIP = lx=yI2 + illx + iyl = [l = iy]»)

define um produto interno em V.
Em ambos os casos, a norma induzida por t ¢ a norma inicial.

DemoONsTRAGAO.— Faremos a demonstracio no caso complexo (no caso real a si-
tuacdo é completamente andloga). Comecamos por observar que:

2
fo= I

Por outro lado,

A+l +il> =il —i”) = x>,

1 . . .
£(y.%) = Z(“y””2 ly = I+ iClly + ixII” = lly = ix]I?) =
1 N . . .
= 2 (Ix+yIP7 = Ix = yI? + iCllitx = il = llitx = iy)ll?) =
1
= 2 (X yIP = lx = yI? = idlix + iyI” = lix = iy]) =

=f(x,y).
Para completar a prova de que f é um produto interno basta provar que para cada
y afuncdo fy : V' — C, definida por:

fy(x) =4 (x,y)
é linear i.e.*
@ fy(au) =afy(u);e,
(b) fyu+v) =Tfy) + fy(v).
Comecamos por estabelecer uma versio de (a) e a assercio (b). Tem-se que:

liu+ ylI* = lliu = ylI + i(llitu + Y1 = [lita = ) =
=i(lu+yl? = lu=ylI* +i(lu+iyll* = lu = iy[|*) =
= i, (u).

Como a norma satisfaz a lei do paralelogramo tem-se que:

f,(iu)

1
a4 Y12+ v+ 317 = S+ v+ 2y 17 + flu = Vi) =
1
= 20172) W+ V) +yII* + S llu = vII*,

Igualdades analogas obtém-se substituindo y por —y, iy e —iy. A partir dessas
igualdades ¢ possivel estabelecer (deixamos os célculos a cargo do leitor):

fy(u) + Fy(v) = 2f, (%(u ).

Se considerarmos x = u e v = 0 na igualdade acima, tendo em conta que clara-

fy(x) = 2f, (%x)

mente fy(0) = 0, obtemos:

*+ Observe-se que uma funcio 7' é
linear se e s6 se aT é linear (para

a # 0). Aqui consideramos a = 4
para simplificar as contas evitando a
sistemdtica referéncia ao escalar 1/4.



entdo concluimos que:
fy(u) + F,(v) = 2f, (%(u +9)) =+ ),
estabelecendo assim (b). Resta-nos provar que o conjunto
Cy ={a e C|fy(ax) = afy(x)}
coincide, para cada x com C. Como a fungio f é claramente continua, o mesmo
sucede com a funcdo 4 : C — C, definida por
h(@) = Ty(ax).afy(x).

Tem-se que C, = h~!({0}) e é por isso um conjunto fechado. E facil verificar
que 1,i € C, e que este conjunto é fechado para as operacdes de adi¢do e mul-
tiplicagdo, bem como para inversos. Desta forma qualquer nimero complexo da
forma p+ gi onde p, g € Q é elemento de C,. Como este conjunto é fechado (do
ponto de vista topoldgico) tem-se que C, = C, como se pretendia. A

7.3 BASES ORTONORMADAS

Seja V' um espaco linear com produto interno. Uma base ortonormada de V' é
uma base f§ = (uy, ..., u,) que satisfaz:

1 (sei=}j
<ui’uj> = 61.,1. = ( . ) .
0 (sei#))
Uma base f = (uy, ..., u,) é ortogonal se
(u,-,uj> =0 (sei#)).

TEOREMA 7.21.— Sejam, V um espago linear com produto internoe X = {x,, ..., X, }
um conjunto ortogonal tal que 0 & X. Se w € Ly, ({Xy, ..., X, }) entdo,

k k
(W, X;) (W, x;)
W= ) ek = Y K (78)
i=1 ”lel i=1 <Xi’X[>
DemoNsTRAGAO.— Se W € Ly ({xy,...,X,}) entdo existem escalares ay, ..., a,

tais que w = aX; + --- + @,X,,. Resta-nos provar que para qualquer 1 <i < nse

tem a; = (W, X;)/(X;, X;). Tem-se entdo o seguinte:

(W, ;) (agXyp+ -+ ,X, %) (X},X;) (X %)
(Xj» X;) B (Xis X;) - (X;» X;) T (Xis X;) B
—a (X X;) —a.
(X X;) l
como se pretendia. %

COROLARIO 7.21.1.— Se no teorema anterior, o conjunto X € ortonormado entdo,
dadow € Ly ({X,...,X;}) tem-se que:

k
w = Z(w, X;)X;. (7.9)
i=1

DemoNsTRAGAO.— Neste caso, para cada 1 <i < ntem-se (x;,X;) = 1. [
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CoROLARIO 7.21.2.— Sejam, V' um espago linear com produto interno e X um con-
junto ortogonal tal que O & X. Nestas condigbes, X é um conjunto linearmente
independente de vectores.

DeMoNsTRAGAO.— Tem-se 0 = Y7, a;X; se € sO se, para todo o 1 < i < n se tem:

0, x;

BRI
(xiX;)

Concluimos assim que {X, ..., X, } ¢ linearmente independente. A

Os resultados precedentes revelam que é muito simples calcular as coordenadas
de um vector relativamente a uma base ortogonal (ou ortonormada) de um espago
linear com produto interno, V. No entanto coloca-se uma questdo importante:
se V' € um espaco linear com produto interno, serd que V' possui uma base ortogonal?

De facto existe um procedimento algoritmico que permite, a partir de uma
qualquer base B de V', obter uma base ortogonal do mesmo espago.

Com o propésito de motivar este processo, consideramos o caso da dimensao
2. Seja entao, f = (u;,u,) uma base R2. Pretendemos agora obter, a partir de
B uma base ortogonal B = (v{,v,). Considerando a figura ??? constata-se que
podemos considerar vi = u; e v, = u, — au; onde a é um escalar conveniente

que assegura que u, — au; L u; ie.,
(up —auy,up) =0
Ora, esta tltima igualdade ¢ equivalente a
(ug,u) —afup,uy) =0
donde resulta imediatamente que o escalar a satisfaz:

_ (up,uy) _ (up,up)
(upug) oy |f?

DEFINIGRO 7.22.— Se V' € um espago linear com produto interno e X, w € V entdo,

a projec¢do ortogonal de x sobre w ¢,
_ (up,up) _ (ug,uy)
(up,uyp) llu |2

Proj,x:

Assim se V' é um espaco de dimensio 2, e f = (u;,u,) é uma base de V, tem-se
que B = (uy,uy — Proj,, u,) € uma base ortogonal de V. O resultado seguinte
descreve o método de ortogonalizagio de Gram-Schmidt que constitui uma genera-
lizacdo do caso que acabamos de descrever.

TEOREMA 7.23.— Sejam, V' um espago com produto interno e X = {wy,...,w;} C
V. Nestas condiges, existe um conjunto X ™, ortogonal, tal que L, (X) = Ly (X™).
Mais precisamente, comegando por considerar a sequéncia
i~1
Wi =W, W =w - Z Projiji 2<i<n),
j=1

o comjunto X* é {w7,...,w;} \ {O}.



DemonsTrAGAO.— Os vectores WT, ,wz sdo dois-a-dois ortogonais, por cons-
trugdo. Admitindo o contrério seria possivel considerar o minimo 1 < i < k
tal que {w’f, ..., W} é ortogonal mas {w], ... W, w;‘H} deixa de ser ortogonal.
Nestas condicoes existiria j < i tal que (W;:_l, w;f) # 0. No entanto,
i
(W] W) = ( Wit = 2
s=1

<Wi+1’w;{> % *
(wi,wi) °7

<Wi+1’W;>

= (Wi, W)) —
i+1° Jj <W;k,W;k>

(Wi, wj) =0,

obtendo-se assim uma contradicio.
Resta-nos mostrar que

Ly({wy,...,w D) = Ly({wi,...,w;} \ {0}).

Em primeiro lugar, wf € Ly({wy,...,wi})parai = 1,... k. Isso é claro pois
w] = w; e, admitindo que para todo o j < i se tem wj € Ly({w,...,wi })
entao
(Wi, W))
J
wi=w,; — Z TR *>wj (7.10)
155<i Wi W
que, por hipétese ¢ uma combinacio linear de elementos de L, ({w,...,w,}) e

por isso é um elemento daquele subespaco, como se pretendia. Desta forma, por
indugdo, concluimos que

Ly ({w', .. ;Wi\ {0]) € Ly (fwy, ..., we D).

Resta-nos provar a inclusio contrdrio que equivale a provar que cada um dos
w; é membro de Ly, ({w],...,w;} \ {0}). Mais uma vez usamos indugdo. O
resultado ¢ claro para w; = w}. Admitindo que para todoo 1 < j < i se tem
w; € Ly({w],...,w; } \ {0}), da relagdo (7.10) resulta que:

* *
Wi=W; = Z Ty Vi
1<j<i <Wj > Wj)
que é membro de Ly, ({w}, ..., W;i }\{0}) tendo em conta a hipétese considerada.
O resultado fica entdo estabelecido por indugéo. |

De uma base ortogonal f = (uy, ..., u,,) é ficil obter uma base ortonormada, basta

- 1 1
p= <—u yeeo,——1U )
a7 u "

Dado um vector ndo-nulo x o vector (1/||x|[)x é um vector que gera o mesmo

considerar:

subespaco que x e tem norma 1. Este vector denomina-se de versor de x e denota-
se vers(X).

TEOREMA 7.24.— Seja V' # {0} um espago vectorial com produto interno. Tem-se
que V' possui bases ortonormadas, p = (vq,...,V,). Além disso, relativamente a

cada uma dessas bases f tem-se que:

X = (X, V)V + -+ + (X, V)V, = Proj, (X) + -+ + Proj, (x).

II
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DEMONSTRAGAO.— J4 vimos que todo o espaco linear tem uma base e, pelo que
vimos anteriormente, a partir dessa base podemos gerar uma base ortonormada
usando o algoritmo de Gram-Schmidt.? |

CoOROLARIO 7.24.1.— Sejam, V' # {0} um espago vectorial com produto interno e
B = (vy,...,v,) uma base ortonormada de V. Se T é um operadorem Ve A = (T1g
entdo, para quaisquer 1 < i, j < n tem-se que

A =(T)),v).

DEMONSTRAGAO.— A coluna j da matriz [T] g€

(T = (T ATE)V).

de acordo com o corolidrio 7.21.1, o que estabelece de imediato o resultado. [

DEFINIGAO 7.25.— Seja V' um espago linear com produto interno. Fixando uma base
ortonormada, p = (W, ..., w,), de V, dado x € V, os coeficientes de Fourier de x
relativos a B sdo os escalares (x,w;) ondei =1,...,n.

7-3.1 COMPLEMENTO ORTOGONAL

DEerINIGAO 7.26.— Sejam, V' um espago linear com produto internoe @ # X C V.
O complemento ortogonal de X ¢ o subconjunto de V' que se denota por X~ e se

define:
Xt:={xeV|(Mue X)x,u)=0}.

LEMA 7.27.— Se V' € um espago linear com produto internoe @ # X C V entdo X =
€ um subespaco de V.

DeMoNsTRAGRO.— Temos que O € X, como se constata sem dificuldade. Por
outro lado, se u,v € X' e a, f € K entdo, dado x € X tem-se:
(au+ Bv,x) = a(u, x) + f(v,x) = 0.
Tem-se assim que au + fv € X+ e assim X+ é um subespaco de V. Y
CoROLARIO 7.27.1.— Sejam, V um espago linear com produto internoe W <V um
subespago da forma W = Ly, ({wy, ..., w,}) entdo,
Wwil={xeV|{xw)=-=(xw) =0} (7.11)

DemonstraGko.— E claro que se x € W entio x satisfaz (7.11). Suponhamos
entio que x satisfaz (7.11) para estabelecer que, nestas condi¢es, x € W+. Dado

w € W tem-se que existem escalares @/, ..., o tais que W = @y Wy + -+ + o Wy

Neste caso,
(X, w) = (X, Wy + -+ W) = @ (X, W) + -+ & (X, wy) =0,
concluindo-se que x € W, como pretendido. A

Se, V' é um espago linear com produto interno, W <V e g = (W, ..., W,;) uma
base ortogonal de W entdo, a f-projec¢do ortogonal de um vector x € V sobre

> De facto o algoritmo de Gram-
Schmidt permite obter uma base
ortonormada de um subespaco a
partir de um qualquer conjunto

gerador desse mesmo subespaco.



W é:
.ﬁ < W1> (X, k>
Pro R e = Proj + .- + Proj 12

Observe-se que nestas condlgoes se tem que prOJW(x) € W. Por outro lado, se
X € V tem-se que X — prOJW(x) e W+. Com efeito:

(x - prOJW(x) W, <x - 2 <X i) > =

-,W-> =0.
<Wj’wi> ! /

Tem-se entio que ¥ = W + W, Por outro lado, W ~n W' = {0} ji que
admitindo que x € W n W tem-se que (x, x) = 0, 0 que implica imediatamente
x=0.

De tudo isto concluimos que V' =W & wt.

LEMa 7.28.— Se V um espaco linear com produto interno, W < V e B, B sdo bases
ortogonais de W entdo,
Projﬁ,x = Proj{f‘,x.

DeMoNsTRAGAO.— Temos, para qualquer x € V' que:
X=(x- Proj';svx) + PrOj%/X = (x — Projf,x) + Projf, x.

Como x— Proj;Vx X— ProjWX ewt eProj;Vx ProjWX € W e, dado que se tem
V =W @& W1, pela unicidade de representacio numa soma directa, concluimos
que PrOJﬁ,X = PI'OJ{,}VX ex— PrOJﬁ,x =X - PrOJﬁ,x como era necessario para
concluir a demonstragdo. como se pretendia. |

O lema precedente mostra que as f-projeccdes ortogonais de um vector x sobre
um espaco W coincidem, independentemente da base ortogonal  que se consi-
dere em W. Esta invariancia justifica a seguinte defini¢io,

DEFINIGAO 7.29.— Sejam, V' um espaco linear com produto internoe W < V. A
projecgdo ortogonal de um vector x € V sobre W ¢é o vector Projf, x onde p é uma
(qualquer) base ortogonal de W. A projec¢io ortogonal de x sobre W denota-se

Projy, (x).
TEOREMA 7.30.— Sejam, V' um espago linear com produto internoe W < V. Tem-se:

(1) Projy, : V — V é uma transformagdo linear;

©)

(3) se x € W entdo Projy, x = X;
(4) Nuc(Projy,) =
(5) Im(Projy,) = W

I3
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DEMONSTRAGAO.—
(1) Resulta imediatamente das propriedades do produto interno.
(2) Se x € W entdo
k
(X’ Wi)

X= ) ——w,; =Projpx
= (Wi, w;) l ’

pelo teorema 7.21 e pela defini¢do de projeccdo ortogonal.
(3) E claro que se x € W entdo Projy, x = 0. Por outro lado, se x ¢ W entio
X = Xo+x, onde xy € Wt ex; € W comx, # 0. Tem-se entio que Projy, (x) =

Projy (xg + X1) = X; # 0. Destas consideracdes resulta imediatamente que
W = Nuc(Projy).

(4) E claro a partir das consideragdes precedentes. A

As consideracdes anteriores permitem de imediato estabelecer o seguinte resul-
tado.

TEOREMA 7.31.— Sejam, V um espago linear com produto internoe W < V. Tem-se
queV =W @ WL, Além disso, dado x € V tem-se:

(1) Projyyx € W;
(2) x —Projy x = Projy1x € W1;

(3) x = Projy x + Projy .x.

A projeccio ortogonal Projy, x permite de forma directa determinar a solugéo de
um problema importante: o problema de determinar num subespaco W qual o

vector mais préximo de um vector x € V.

TEOREMA 7.32.— Sejam, v um espago linear com produto interno e W < V. Dado
x € V, o vector Projy, x € o vector de W mais proximo de X i.e., dado w € W tem-se
que:

lIx = wll 2 [[x = Projyx]|.

DemMonsTRAGAO.— Como vimos antes, qualquer vector x € V' pode ser decom-
posto numa soma do tipo x = (x — Projy,x) + Projy, x. Tem-se entdo que

lIx — wlI* = |I(x = Projy, x) + (Proj,x — w)||* =
= ||x = Projy x[I* + [|Proj,,x — w)||* = [|(x = Projy, x||,

pelo teorema de Pitagoras. Fica entio claro que [|x — wl? > |Ix - Proijllz, ou

seja, ||[x — w|| > ||(x — Projy, x||, como pretendido. |

TEOREMA 7.33.— Sejam, V' um espago linear com produto interno e W < V. Se
B = (wy,...,wy) é uma base ortogonal de W entdo B pode estender-se a uma base
ortogonal B* de V, da forma:

ﬂ* = (Wl’---,Wk,Wk+1,...Wn).

Nestas condigdes, B+ = (Wy,1, ... W,) € uma base ortogonal de W+,



DemonsTRAGAO.— Consideremos uma base ortogonal, f = (wy, ..., w;), de W.
Podemos completar g de modo a obter uma base f°(wy, ..., Wy, U, 1, ... u,) de
V. Se aplicarmos o algoritmo de Gram-Schmidt a esta sequéncia de vectores,
obtemos uma base ortogonal de V, g* = (WT, ,wl’:, qu, souy).

Dado que os vectores wy, ..., W, ja sio ortogonais eles nao sio alterados pelo
método de Gram-Schmidt i.e., w; = uj,...,w;, = w}i. A base B* tem entdo a
forma B* = (W, ..., Wi, Wiy, oo W), onde Wy = Ui 5., W, = U,

Nio ¢ dificil constatar que * é uma base de W=. Com efeito * c W+ e as-
sim, Ly, ({Wgy1, .- W, }) € W Como dim(W+) = dim(V) — dim(W) constata-
se que dim(Wl) =dim(Ly ({Wj4q,... W,})). assim tem que se ter

WJ‘ = LV({Wk+1’ Wn}),

como se pretendia estabelecer. 1

15
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Exercicios

Prosrema 7.1.— Considere os vectoresu = (4,1, =2) e v = (2, -1, 3) de R>. Cal-
cule:

Q) [lu+vll; b) llull+1Ivll; Il =3ull; &) W/IvIDvs e) IA/IVIDVI; ) 0y

ProBLEMA 7.2.— Sendov = (3, -2, 6,0), diga para que valores de k se tem || kv|| =
7.

ProBLEMA 7.3.— Determine os valores de k para os quais u e v sdo vectores orto-
gonais.
u=2,1),v=(k2). b)u=(k,k, 1), v=(k4,3).

ProBLEMA 7.4.— Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os vectores
u=(0,-2,2,1)ev=(-1,-1,1,1).

PROBLEMA 7.5.— Sejam, B = (e, €, €3) a base canénica de R>, u = (uy, u,, u3) €
v = (v}, vy, v3) vectores de R,
Para cada uma das expressdes seguintes determine a matriz G = [(e;, €;)], e
deduza se essas expressdes se podem escrever na forma matricial (u, v) = u' Gv.
Com base nestes calculos justifique quais das expressoes definem um produto
interno em R> e nos restantes casos indique as propriedades da defini¢io de pro-
duto interno que falham.
(@ (u,v) =uv| + uzvs;
(®) (u,v) =2u 0| + uyv, + 2u303;
(©) (u,v) =2u 0| + uyv, + 4uzvs;
(d) <u, V) = U0 — ULy + UzUs;
2.2

e (u,v)y= u%v% + ugv% + U305

ProBLEMA 7.6.— Seja {u,v} um conjunto ortogonal de vetores de R” tais que
lull = 1 e |lv] = 2. Calcule dist(u, V), e interprete geometricamente o resul-
tado quando n = 2.

ProBLEMA 7.7.— Qual dos seguintes conjuntos constitui uma base ortogonal para
o subespaco de R? que ¢ ortogonal 4 recta definida por:

{xl -x,=0 0
x;—x3=0
A){(1,1,0),(1,-1,0)};  B) {(1,-1,0),(1,1,-2)};
O {(,1,D),(1,1,-2)}; D) {(1,1,0),(1,-2,1)}.

ProBLEMA 7.8.— Seja A € R¥* a matriz:

1 0 3 -1
-1 2 3 3
A= 1 -3 1 3
2 -1 3 -3

© ESD

© ESD
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Considerando em R* o produto interno usual, qual dos seguintes conjuntos cons-  © AL
titui uma base ortogonal do espaco das colunas de A?
A) {(19 _19 19 2)’ (19 19 _29 1)}; B) {(1’ _19 1’ 2)’ (19 1’ _29 1)9 (19 39 2’ 0)}>

O {a,-1,1,2),(1,1,-2,1),(-3,1,0,2)}; D) {(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0, 1,0),(0,0,0,1)}.

ProBLEMA 7.9.— Sejam u = (1/\/5, —1/\/5) ev = (2/\/%, 2/\/%). Determine os
valores de k para os quais o conjunto {u, v} é ortonormado.

PrOBLEMA 7.10.— Sejam u = (5//70,2/4/70) e v = (=1/4/7,1/4/7). Verifique
que o conjunto {u, v} é ortonormado relativamente ao produto interno:
(u,v) = 2u vy + Suyv,,

onde u = (u;,u,) e v = (v, v,). Diga ainda se este conjunto é ortonormado em
relacdo ao produto interno usual em R2.

ProBrEMA 7.11.— Em R? com o produto interno usual, qual a melhor aproximacio
de (7,7,3) por elementos de W = Lps({(1,—1,1),(1,1,6)})?

ProBLEMA 7.12.— Calcule:

(@) Proj o) (=1,-1);
(b) Proj(1’2’3)(—7r, —271', —371')

ProBLEMA 7.13.— Utilize 0 método de Gram-Schmidt e o processo de normaliza-
¢do para obter uma base ortonormada de R a partir da base

{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

PROBLEMA 7.14.— Determinar a distancia (considerando a norma usual em R?) do
vector (1, —1,0) ao conjunto das solu¢des do sistema homogéneo Au = 0, onde

1 -1 0
A=|1 -2 1
1 -3 2

A) V6; B) V/2; C) 2v/2; D) /3.

ProBrEMA 7.15.— Considere o espaco R? com o produto interno usual. Qual dos
seguintes vectores pertence a EC(A)4, o complemento ortogonal do espaco das

1 23
A=|4 5 6}?
7 8 9

A) (1,2, 1); B) (1,-2,1); C) (1,2,-3); D) (1,-2,3).

colunas de A, onde

ProBLEMA 7.16.— Seja S = Lp3({(1,2,3),(3,2,1)}). Qual dos seguintes conjun-
tos é uma base ortogonal de S?

© ESD
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A) {(1,2,3),(=3,0, D}; B) {(3,2, 1), (=1, 1, )};
0 {(4.5,-4),(1,0,D}; D) {(2,0,-2),(1,1, D}.
ProBLEMA 7.17.— Sejam x = (x|, X5, x3) e y = (¥}, V5, ¥3) vetores de R3e © ESD

P(X,y) = 3x1y1 = 2x1yp + x1¥3 — 221 + 2X305 + X3 + 2X3)3.

(a) Escreva ¢ na forma ¢(x,y) = x' Ay.

(b) Verifique que A é uma matriz simétrica e definida positiva (i.e., x Ax >
0 para x # 0, ou equivalentemente, os valores préprios de A sdo todos
positivos). Use este resultado para justificar que ¢ é um produto interno

3
em R”.

As alineas que se seguem dizem respeito ao produto interno ¢.

(c) Verifique que os vetores e; = (1,0,0) e e, = (0, 1,0) ndo sio ortogonais.
(d) Determine Proj, €;.

(¢) Determine um vetor ortogonal a e;.

(f) Determine o 4ngulo entre e; e e,.

(g) Utilize o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt para obter uma
base ortogonal de R? a partir da base canénica de R>.

ProBLEMA 7.18.— Considere F : R? x R? — R definida, para x = (x;,x,) ¢ ©AL
y = (y1,¥p) através de: F(X,y) = x;y; + X3, + 2(xoy; + x;¥,). Qual das
seguintes afirmacdes é verdadeira?

A) F nio ¢é linear na primeira varidvel.
B) F nio ¢ simétrica.

C) F nido é positiva.

D) F é um produto interno.

ProBLEMA 7.19.— Considere em R> o produto interno (A, B) = tr(AB"). Seja  ©AL
S o subespaco de R¥*? definido por:

s={[s 2||aser}.

Qual das seguintes ¢ a melhor aproximagdo da matriz

1 2]
x=[ ]

através de elementos de .S?
-1 3 1 3 [1 2 2 2
A) [ 3 1] B) [3 —l] ) _2 —1] D) [2 —2]

ProBLEMA 7.20.— Determine uma base ortonormada para ©ESD

U = Lp+({(1,0,-1,0),(-1,2,0,1),(2,0,2,1),(2,2, 1, D }.

ProBLEMA 7.21.— Considere o subespaco U = Lg3({(1,1,0),(0,1,1)}) e o vector ~©ESD
x=(2,1,1).



(a) Determine Projyx.
(b) Determine a distdncia de x a U.

ProBLEMA 7.22.— Seja W o espaco linear das fungdes reais continuas definidas
no intervalo [a, b].

(a) Verifique que
b
(f.8)= / fDg(®)dr

define um produto interno em W'.

(b) Usando o produto interno acima e [a, b] = [—1, 1], determine a norma de
cada polinémio do conjunto {1,1, 28 1.
(c) Aplique o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt para obter um

conjunto ortogonal de polinémios a partir do conjunto da alinea anterior.

ProBrEMA 7.23.— Considere a matriz

1 2 -1 2
A=|3 5 0 4
11 2 0

(@) Sem efectuar quaisquer célculos, justifique se sdo verdadeiras ou falsas as
afirmacdes:
1. dim(EL(A)) 4+ dim(Nuc(A) = 4.
2. dim(EC(A)) + dim(Nuc(A) = 4.

(b) Determine uma base para o complemento ortogonal do nucleo de A.

() Determine uma base para o complemento ortogonal do nticleo de AT.
ProBLEMA 7.24.— Encontre uma base para o complemento ortogonal do subes-
paco U, dado por

(@ U= Lgs({(1,1,-1,-1,1),(1,2,3,4,1),(2,1,—-6,=7, D)}).

(b) U == LR4({(19 2, 3, 4), (23 43 6’ 8)})

ProBiEma 7.25.— Considere o hiperplano de R*:

W={(x,y,z,w)eR4|x—y+2z—2w=0}.

(2) Determine uma base para o subespaco W=

(b) Exprima o vector w = (1,2,1,—1) como w = w; + W,, onde w; € W e
Wsy S WJ_.

(©) Calcule as distancias dist((1,2, 1, —1), W) e dist((1,2, 1, =1), W1).
ProBLEMA 7.26.— Seja W o subespaco de R* definido pelas equacdes paramétri-

casx = 2t,y = =5te z = 4t,comt € R. Determine a projecio ortogonal
Projy,1(1,0,—1), do vector (1,0, —1) sobre o subespaco W'.

19
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ProBLEMA 7.27.— Seja R>? o espaco linear real das matrizes reais (2 X 2), e U
o subespaco das matrizes anti-simétricas (i.e A = —A"). Em R>? considere o

produto interno
(A,B) =tr(A"B)

onde tr designa o traco de uma matriz.

(a) Mostre que (-, -) definido acima é de facto um produto interno.
(b) Determine a dimensio de U e de U™,
() Determine bases ortonormadas para U e para U+,

(d) Determine as proje¢des ortogonais de

|4
sobre U e sobre U™.
(¢) Qual a matriz anti-simétrica mais préxima da matriz C da alinea anterior?
(f) Determine a distdncia de C a U.
ProBLEMA 7.28.— No espaco R[] dos polinémios reais de grau menor ou igual
a 2 considere a expressao:
(p®), q(®)) = p(0)g(0) + p(1)g(1) + p(=1)g(=1).
(a) Mostre que a expressdo anterior define um produto interno em R,[¢], cal-
culando a matriz de Gram G em relacio a base candnica de R,[z].
(b) Calcule ||p(?)||, onde p(r) = a + bt + ct* é um elemento de R, [].
(c) Calcule o angulo entre os polinémios p(r) = 1 — Peqlt)y=1+1+1.
(d) Sendo W = Ly, in({1 - 12}), determine uma base de W+.

() Determine a distinciade g(t) =1+t +1>aW ea W+,

© ESD

© ESD



SOLUGOES DOS EXERCICIOS

Sorucio (Do PrROBLEMA 7.1).— Como nada se diz em contrario assumimos que es-
tamos a trabalhar com o produto interno canénico. Assim sendo, basta recorrer

ao seguinte:

L ”(X, Y, Z)” = \/((X, Y, Z),(X, Y, Z)> = \/XZ + y2 + Zz;

2. |leu]] = |a|[jul];
3. se v # 0entao [[(V/[[vIDv]l = A/IvIDIIvII = 1.

4.
((x1,x9,x3), (¥1, Y2, ¥3)) X1y1 + X0 + X33

Gegs x00 X)Wy v2, ¥

Ox, X2.%3).(¥1.Y2.33) T

SoLuGio (DO PROBLEMA 7.2).— Tem-se mais uma vez que estamos a considerar o
produto interno canénico e, consequentemente, a norma euclidiana. Assim,

kvl = 7 < [k|I3,=2,6,0)|| = 7 < 49k> = 49
Ou seja, k = +1. %
Sorugio (Do ProBLEMA 7.3).— No caso da alinea a) tem-se:
(2, 1),(k,2))=02k+2=0k=—1.
Quanto 2 alinea b):
(k,k,1),(k,4,3)) =0 k* +4k +3 =0.

Ou seja, k = =3 ou k = —1 (aplicando a férmula resolvente). 1

SoLugio (Do PROBLEMA 7.4).— A desigualdade de Cauchy-Schwarz estabelece que:

(u,v)
T lullivie T
Neste caso obtemos
(0,-2,2,1),(-1,-1,1,1)) 5 5
10.-2.2. DII-L-LLDI ~ y/5y/z 6
confirmando o resultado. M

SoLugio (Do PROBLEMA 7.5).— A matriz G = [(e;, ;)] é a denominada matriz de
Gram para a funcio (u, v) que ¢ um produto interno se se verificarem as condi-
¢oes: (i) (u,v) = u' Gv, sem o que falha a linearidade; (ii) a matriz G devera ser
simétrica (.e. GT = G) sem o que falha a simetria; (iii) os seus valores préprios
terdo que se todos positivos, sem o que falha a positividade. As matrizes de Gram
em cada uma das alineas sio:

100 200 200 1 0 0
@Foo]mklo}@klo]ak—lqdﬂ
00 1 0 2 0 4 0 0 1

o
o

tem-se entao:

\/(x% + x% + x%)(y% + y% + y%)

1
0
0

o = O

- o O

21
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a) Os valores proprios de G ndo sio todos positivos pelo que, mesmo que G
representasse a expressao dada, essa expressao nao poderia ser um produto
interno. (Neste caso falharia a positividade.).

b) A matriz G representa a a fun¢do indicada pois (u, v) = u' Gv. Além disso
a matriz ¢ simétrica e os seus valores proprios sao todos positivos pelo que
estamos perante um produto interno.

¢) Como na alinea anterior.

d) A matriz G representa a a funcio indicada pois (u,v) = u' Gv e ¢ simétrica
mas os valores proprios nao sio todos positivos logo nio é um produto
interno (falha a positividade).

e) A matriz nio representa a fun¢do dada, de facto:
uTGV =ub; + UyUy + Uz U3.

A funcio dada ndo é entdo um produto interno (falha neste caso a lineari-
dade na primeira componente). A

Sorugio (Do PROBLEMA 7.6).— Tem-se que:
du, v’ =lu-v|?=(@u—-v,u—v) =
= (u,u) +2(u, v) + (v, v) = lu]l> + [Iv|®
porque, sendo ortogonais, (u, v) = 0.
Quanto a interpretacio em R?, os dois vectores definem um tridngulo rectan-
gulo, do qual d(u, v) representa o comprimento da hipotenusa. A

Sorugio (Do PrROBLEMA 7.7).— Uma vez que ndo se indica nenhum produto in-
terno, supomos que estd em uso o produto interno canénico. Denotando por U
o subespaco de R? correspondendo  recta indicada, verifica-se sem dificuldade
que

Para constituirem uma base de U os conjuntos de vectores indicados devem ser
linearmente independentes e os seus elementos devem ser ortogonais a (1, 1, 1).

E facil verificar que a op¢do correcta é a B). A

SorugAo (Do ProBLEMA 7.8).— Procedendo a eliminacio de Gauss:

1 0 3 -1 1 00 —4

-1 2 3 3 . 010 -2
1 -3 1 3 001 1
2 -1 3 -3 000 O

concluindo-se que
EC(A) = Lpa({(1,-1,1,2),(0,2,-3,1),(3,3,1,3)}).

Como dim(EC(A)) = 3 podemos excluir imediatamente as opcdes A) e C). Os
conjuntos indicados nas alineas B) e D) sdo ambos ortogonais e dois dos vectores
sdo comuns aos dois conjuntos, pelo que tudo se resume a verificar em qual deles



o terceiro vector pertence ao espago das colunas de A. Consideremos o terceiro
vector do conjunto na alinea B). Tem-se que o sistema:

1 0 3|1 1 0 3|1
-1 2 3|3 01 3]-2
1 =3 1[2[7fo 0 1]3
2 1 310 0 0 028
pelo que o sistema ¢ impossivel e o vector (1, 3, 2,0) & EC(A). Resta-nos escolher
a opcio C). A

SoLugio (Do PROBLEMA 7.9).— Para que o conjunto

) (i)
V2 V2 \Vk Vi
seja ortonormado, os vectores devem ser ortogonais:
0o <<L,_L),<L,L>> _2 2
V2 V2) \WVk Vk/ [ Vo vk
o que acontece, independentemente do valor de k. Além disso os vectores tém
que ter norma unitaria o que ¢ claro no primeiro caso, quanto ao segundo:

2 2
2 2\, (2 s
Vi vk Vi) K
pelo que a norma ¢ unitdria se k = 8. |Z|

SoLugio (Do PROBLEMA 7.10).— Denotemos por (X, y), o produto interno cané-

nico em R2, Tem-se que

vy =L, 2

+——=——#0
V707 V70V7
assim, os dois vectores ndo sdo ortogonais do ponto de vista do produto interno

canénico e, por isso, desse ponto de vista o conjunto {u, v} nio ¢ ortonormado.

Isto responde a segunda parte da questdo. Quanto a primeira parte,

<u’V> = _2LL +5LL = O

VI0VT V107

pelo que do ponto de vista do produto interno dado, os vectores u e v sdo orto-
gonais. Para que constituam um conjunto ortonormado temos que verificar que
possuem norma unitdria. Tem-se:

(&) -(&) (&) -

()l =(55) () -

Conclui-se assim que, do ponto de vista do produto interno considerado, o con-

junto {u, v} é ortonormado. 1
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Sorugio (Do PrROBLEMA 7.11).— A melhor aproximacio é dada pela projecio orto-
gonal de (7,7,3) sobre W, i.e. Projy, (7,7,3). Temos duas possibilidades de de-
terminar esta projeccao: ou directamente e nesse cado precisamos primeiro de
recorrer ao método de ortogonalizacio de Gram-Schmidt, para obter primeiro
uma base ortogonal de W. Ou entio, tendo em conta que se tem sempre que:

x = Projy, x + Projy, . X,

calcular essa projec¢do indirectamente fazendo Projy, x = x — Projy,1x. A se-
gunda opcio apresenta-se como mais favoravel pois W+ tem dimensio 1 e qual-
quer das suas bases é ortogonal. Por outro lado a determinagio de W ¢, em
geral uma questio simples.

Note-se que W ¢é o espago das linhas da matriz

1 -1 1
A=
I 1 6
e, como estamos a considerar o produto interno canénico em R, tem-se que

W+ = EL(A)* = Nuc(A). Calculando este nucleo obtém-se que Nuc(A) =
Lps({(=7,-5,2)}). Assim:

Projy(7,7,3) = (7,7,3) = Projy,1(7,7,3) =
((7’ 77 3)7 (_7’ _Sa 2)>

=(7,7,3) - (-7,-5,2) =
I(=7,-5,2)|I
=(7.7.3) - (7.5,-2) = (0,2,5).
Assim, a resposta correcta é a B). ¥

SoLugio (Do PROBLEMA 7.12).— Em ambos os casos trata-se de uma aplica¢do ime-
diata da férmula da projeccio ortogonal de um vector sobre outro:

(x,u)  (x,u)

u

= u.
(wu)  Jull?

Proj,x =

Sorugio (Do PrOBLEMA 7.11).— Consideremos entdo a base v; = (1,0,0), v, =
(1,1,0), v3 = (1,1,1). O método de Gram-Scmidt permitird obter uma base

ortogonal v{, v3

5, V3, de acordo com o seguinte:

VT =v; =(1,0,0)
vz =V, — ProjVTvz =(1,1,0) - (1,0,0) = (0,1,0)
V3* =v; — Projva{v3 — Projv;v3 =(1,1,1)-(1,0,0) — (0,1,0) = (0,0, 1).

Como estes vectores tém todos norma unitdria, constituem uma base ortonor-

mada de R3. 1
SoLugio (Do PROBLEMA 7.14).— A distincia de um vector x a um subespaco W,
que se denota d(x, W) é dada por:

d(x, W) = d(x,Projy-x) = |[|x = Projy-x|| = ||[projy x|l
Tem-se que Nuc(A) = Lps({(1,1,1)}). Assim,

d((1,-1,0),Nuc(A)) = [|(1,-1,0) — Proj ; ;,(1,=1,0)|| =
= I(1,-1,0) = (0,0,0)]| = V2.



A opcido correcta é a B). |

Sorugio (Do PrROBLEMA 7.15).— Observe-se que, tendo em conta que estamos a
considerar o produto interno canénico, se tem: EC(A)* = EL(AT)! = Nuc(4") =
Lya({(1,=2, D).

Constata-se que a resposta correcta é a B). |

Sorugio (po ProBLEMA 7.16).— Todos os conjuntos de vectores sdo ortogonais (logo
sdo linearmente independentes). Como dim(:S) = 2 para serem uma base de .S é
condicdo necessaria e suficiente que os vectores pertencam a .S. Lembrando que

w € Ly({uy,...,u.}) se e sé se o sistema Ax = w é possivel, onde A é a matriz
que tem os vectores uyp, ..., U, como colunas, resta-nos considerar os sistemas
(simultaneos):

1 3|1 -3:3 —-1:4 1:2 1

2212 0:2 1:5 0:0 1

3103 1:1 1:-4 1:-21

donde se obtém, procedendo a eliminacdo de Gauss:
4 014 0:0 -1:-23 4 -4 1
0 4/0 0:4 3 :33 —-4:4 1
00/01:0 1:5 —-1:0 0
pelo que, apenas no caso D) obtemos um sistema possivel. Esta é entdo a escolha
correcta. |

SoLugio (po PrOBLEMA 7.17).— (a) Terd que se ter A = G = [¢(e;,e;)] onde
(e, €,, ;) é a base candnica de R?. Obtém-se entio:

3 =21
A=|-2 2 0f.
1 0 2

(b) A matriz A é claramente simétrica (i.e. A = A")pelo que se os valores préprios
de A forem todos positivos se tera que ¢(x,y) = x' Ay é um produto interno.

Tem-se:
3—¢t =2 1
=2 2—-t 0 |=-@-2(-5t+1).
1 0 2-t

as rafzes de > — 5t + 1 sio dadas por:

. 5+425-4 5+v21
B 2 2
e sdo ambas positivas. A funcio ¢ define assim um produto interno.

(c) Tem-se ¢((1,0,0),(0,1,0)) # 0, pelo que os vectores sio ortogonais em rela-
¢do ao produto interno ¢.

(d) Basta recorrer a férmula da projeccdo ortogonal de um vector sobre outro.

Neste caso,
P(ey, ) .

P(er,ep) bt

Proj, e, =

(e) Basta considerar e, — Proj, €;.

25
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(f) Basta recorrer a férmula que permite determinar o angulo entre dois vectores
relativamente a um produto interno. Neste caso:

0. = ( $(er.ey) >
e, = ArCCOS .
Voler,e)v/dley er)

(g) Indicamos apenas os célculos. A base ortogonal (para ¢) obtida a partir da base

candnica (eq, e,,e;) de R? é a base (e}, €5, €3) definida por:
e} =¢; =(1,0,0);
ef=e,—Proj.e, =e, — ———e¢;;
2T R TR T e e
ples.e)  Ples.e))
€ — €s.
d(er.ep) $(ey,¢5)

. . .
e; = e3 — Proj, e3 — Proj. e3 = e3 —

SoLugio (Do PROBLEMA 7.18).— Tem-se que
F(X,y) = X1 + X2Y> + 2(x2y1 + lez) = X1)1 + 2x1y2 + 2x2y1 + X2 V.

pelo que F(x,y) = x' Ay onde A ¢ a matriz:

A=B ﬂ

Tem-se entdo que F ¢ linear na primeira varidvel e é simétrica, porque a matriz
A é claramente simétrica. As alineas A) e B) sdo assim falsas. Considerando os
valores proprios de A tem-se que:

| )
%m=‘2 1_t=g—w—4

Tem-se assim que c4 (1) = 0se e sé se t — 1 = +2 ou seja, os valores proprios de A
sdo —1 e 3. Como um dos valores préprios de A ndo é positivo, F nio ¢ positiva
e assim a afirmacdo correcta é a C). |

Sorugio (Do PrROBLEMA 7.19).— Como se sabe, a melhor aproximacio de X através
de elementos de .S é a projeccio ortogonal Proj¢X. Temos que:

oo ([ 2} oo (b 2L 8D

Por outro lado,

a a b b a a b b
< [ b 1’2] : [bl’l bl’z] > =tr <[ L1 1’2] [bl’l b2’1 =ay by +ajbip+ay by +ays,by5.
a1 Q22 2,1 D22 ar1 22 12 D22

pelo que, a base de .S ¢é ortogonal. Assim sendo, a melhor aproximacio de X em
S ¢é, denotando por E,| e E, os vectores da base de S

X, E X, E —
PrOjSX=uE1 M 2=—2E1+§E2=3E2_E1 = [
(E, Ey) (E,, Ey) 2 2
A resposta correcta é entdo a A). |

SoLugAo (DO PROBLEMA 7.20).— Se considerarmos a matriz que tem por linhas os

3

-1

3
1

|
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vectores dados e a respectiva eliminacio de Gauss, obtemos:

1 0 -1 0 2 00 -1

-1 2 0 1 . 040 5
2 0 2 1 00 2 -1
2 2 1 1 000 O

Concluimos entdo que U = Lp4({(2,0,0,-1),(0,4,0,5),(0,0,2,—1)}). Esta
base pode agora ortogonalizar-se aplicando o método de Gram-Schmidt aos vec-
tores v; = (2,0,0,—1), v, =(0,4,0,5) e v3 = (0,0, 2, —1). Obtemos:

vi =(2,0,0,-1);
V; = (0, 4, O, 5) - Proj(z’o’o’_l)(o, 4, 0, 5) = (0, 4, 0, 5) - (_2, O, 0, 1) = (2, 4, 0, 4)

: . 8 4 _ 16
= (0,0,2,—1)— P _0,0.2.—1)— P 0.0.2,—1 =<——,—,2,——)
vy =( ) = Proj0,0,-1y( ) = Proja4,0.4)( ) 159> 715

para obter uma base ortonormada a partir desta terfamos apenas que multiplicar
cada um deste vectores pelo inverso da sua norma. A

SoLugio (Do PROBLEMA 7.21).— (a) Como a base de U ndo é ortogonal e dim(U1) =
1, optamos por calcular Proj;,x indirectamente, através de: Proj;x = x—Projy 1 x.
Tem-se:

1
L 11 0]\ _ 11 o] _
U —EL<[O X 1]) —Nuc<[0 X 1]>—LR3({(1,—1,1)}).

Tem-se entdo que

Projyx=(2,1,1) — (10.d,-L, 1)>(1, -,H)=2,1,1)-(1,-1,1).

(1, -1, D]I?
(b) A distancia de x a U é ||Projy.x|| ou seja é ||(1, -1, 1)|| = V3. A

Sorugio (Do PrROBLEMA 7.22).— (a) Como o produto de fun¢des é comutativo tem-
se que (f, g) = (g, f). Por outro lado,

b b b b
(af+ﬁg,h>=/ (af(t)+ﬂg(t))h(t)dx=/ af(t)h(t)+/3g(t)h(t)dt=a/ f(t)h(t)dt+ﬁ/ g(nh(1) dt
=a(f,h)+ pg, h.

Resta-nos verificar a positividade.

b
(f. f)= / fA(Hdt >0

porque o integral de uma fun¢éo nio negativa nio é negativo. Por outro lado, de
acordo com um resultado acerca da integracdo das funcdes continuas, se 2 > 0 é
continua em [a, b] e f(f) > 0 em pelo menos um ponto de [a, b] entdo fab h(t)dt >
0. Este facto permite concluir que (f, f) > 0 se f ndo é a funcio nula.

Assim sendo estamos perante um produto interno.
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(b) Tem-se que || £l = V{f, f) = \//_11 f2(t)dt. Assim:

1
I = /1dz V2
-1
1
l17]| = /ﬂdt \/2
-1

3
1
2 — 4 = 2
) = 1 dt = =
2=/ :
1
||t3||=‘// ©6di=/2
. 7

(©)-Sendo (p; (1), p, (1), p3(1), p4(t) os vectores 1,1, 12,13, Entdo a base ortogonal
que se obtém pelo método de Gram-Schmidt é:

=1,

1

tdt

P;(t)=t—/ﬁ11”2 1

1 1
. oo I t2dt1 [o PPy dt |
py =1 - - p
3 |I11|I2 1III);(I)II2 2 1 1
. s o £ [ Pp0dt [, £ dt . /-, P dt
p() =t 1 0) Pt ') W et it DG

- - p D
Nk [EXGTE. Ipsol? 2

SoLuGio (DO PROBLEMA 7.23).— (a) A primeira afirmacio é verdadeira porque a di-
mensdo do espaco das linhas de A coincide com a caracteristica enquanto que
a dimensio do nucleo corresponde a nulidade de A. A soma de ambas corres-
ponde ao numero de colunas. A segunda afirmacdo também é verdadeira porque
a dimensdo do espaco das colunas de A também coincide com o valor da caracte-
ristica de A.
(b) Tem-se que Nuc(A) = EL(A)l assim tem-se que:
Nuc(4)t = EL(A)** = EL(A).

Assim basta determinar uma base para o espaco das linhas da matriz (pode usar-se
o método de Gauss).
(c) Tem-se que:

Nuc(AT)t = EL(AT)* = EL(AT) = EC(A).
Assim, basta determinar uma base para o espaco das colunas de A (mais uma vez
pode usar-se o método de Gauss.) |

Sorugio (Do PROBLEMA 7.24).— As duas alineas sio semelhantes. Assim sendo re-
solvemos apenas a alinea (a). Tem-se que AU = EL(A) onde:

1 1 -1 -1 1
A=|1 2 3 4 1
21 -6 -7 1

P32

p;@).
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assim sendo, U+ = Nuc(A). Ou seja,
1 1 -1 -1 1]0 1 0 -5 -6 0|0
1 2 3 4 1|{0|—-(0 4 5 0 0]0
21 -6 =7 1|0 00 0O 0 10

Ou seja,

Ut = {(x}, %9, X3, X4, X5) | X5 = 0 A x; = 5x5 + 6x4 A Xy = (=5/4)x5)
= {(SX3 + 6X4, (—5/4)X3,X3,X4,0) | X3, Xy S R}
= Lps({(5,-5/4,1,0,0),(6,0,0,1,0)})

Assim, uma base para Uté {(5,-5/4,1,0,0),(6,0,0,1,0)} 1
Sorugio (Do PROBLEMA 7.25).— (a) O espaco W consiste nos vectores (x, y, z, w) €
R* tais que:
O=x—-y+2z-2w={(x,y,z,w),(1,—1,2,-2)).
ou seja tem-se que W = Lpa({(1,-1,2, —2)})l. E assim,
W = Lpa({(1,-1,2,-2)D* = Lpa({(1, 1,2, -2)}).

(b) Tem-se que w; = Projy w e w, = Projy, 1 w. Basta calcular uma das projec-
¢oes e assim optamos por calcular w, = Projy, 1w porque W+ tem dimensio 1.

Tem-se entdo:

((1,2,1,-1),(1,-1,2,-2))

= Proj = 1,-1,2,-2
W2 = Proly W = S ) (=2, ) %
3
=—=—(1,-1,2,-2
10( )

Assim,
w, =W —Projyiw=(1,2,1,-1) — %(1, -1,2,-2).

(c) As distancias pretendidas sio dadas por:

dist((1,2,1,=1), W) = [|IProjy 1wl = [[w, ||
dist((1,2,1,—1), W) = [|Projy, wl = [lw]|.

SoLugio (Do PROBLEMA 7.26).— Tem-se que W = {(2t,—-5t,41) | t € R} =
Lps({(2,-5,4)}). Tem-se entdo que
: ((1,0,-1),(2,-5,4))
P 1,0,—-1) =

w100 =16 25 8.0, 75,4)

(2,-5,4).

SoLugio (Do PROBLEMA 7.27).— (a) A linearidade resulta directamente das propri-
edades do traco e da transposicao de matrizes:

(¢A + pB,C) =tr(@A+ fB)'C =tr(@A"C + BT C)
=atr(ATC)+ ptrB'C
=a(A,C) + (B, C).

(b) As matrizes anti-simétricas sio as matrizes da forma,

a b
=[5

o=t ([o o )[4

ou seja,
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pelo que a dimensdo de U é 3. Assim sendo, a dimensio de U+ é 1.

(c) Uma base ortogonal para U pode ser determinada a partir da base determi-
nada acima pelo método de Gram-Schmidt. Usando o produto interno indicado,
verifica-se que os dois primeiros vectores da base sao ortogonais entre si, podendo
assim constituir os dois primeiros vectores da base ortogonal de U. O terceiro

D (D,
S e

A base ortogonal de U~ é entio,

th o> -2}

Para obtermos uma base ortonormada de U, basta agora multiplicar cada uma

vector serd entdo

das matrizes desta base pelo inverso da respectiva norma sendo que, para este
3
produto interno, a norma de uma matriz A se calcula através de

Al = VtrATB.

Consideremos agora o espaco UL. Como este espaco tem dimensio 1, uma base
sera sempre ortogonal. Bastando depois normaliza-la, pelo processo que acaba-
mos de descrever acima. Quanto ao complemento ortogonal de U ele consiste

X=[x Y|
Z LU_

ool [ el = o 311 2= €15 ol 2 2)=

ou seja, taisque x =0 A w =0A x — z =0, Assim,

o= {5 3l ren} = ({5 3]})

(d) Calculando uma das projeccdes podemos calcular a outra. Assim, e porque

nas matrizes

tais que:

os calculos envolvidos sio mais simples, consideramos a projeccio sobre UL, Te-

(s allo o)
(o of [o o]

Por outro lado, Proj,, C = C — Projy,1C.

mos:

PrOj Ul C =

I 'R P
[0 0]_ “[(1) 8] [8 (1)] [0 0] 1[0 0] [0

(e) A matriz em causa é precisamente a projeccdo ortogonal de C sobre U.
(f) A distdnciade C a U, d(C, U), calcula-se de acordo com:
d(C,U) = ||[Projy.C]|.



