ENUNCIADO

1. Classifique as afirmacdes seguintes como verdadeiras ou falsas:

1.(a) {(1,2,3),(1,—1,—1),(2,1,2)} é uma base de R,

r.(b) (1,2,1,1) € Lpa({(1,1,2,1),(1,1,1,-1),(1,0,1,0)}).

1.(c) Lps({(1,0,1),(1,1,1),(1,-1,1),(2,1,2)}) tem dimensao 2.

Algebra Linear 1.(d) Lps({1,1,-1,0),(1,2,1, D)} N Lra({(1,0,1,0),(=1,-1,1,1)}) tem
dimensio nula.
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2. No espaco R* considere a base ordenada:
Exame 1[14.02.2022, 13:00]
p =((1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1),(0, -1, 1,0)).

NOME: Considere ainda a transformacio linear T : R* — R* definida por
T(x,y,z,w)=(x,x+y,X,z+ w).

2.(a) Determine (x, y, z, w) B (o vector de coordenadas de (x, y, z, w) na

base p).

2.(b) Determine [T']4 (a matriz que representa T relativamente a base f).

2.(c) A transformacio T é sobrejectiva? Justifique!

NUMERO: 2.(d) Indique (ou prove que nio existe) S : R? > R* nio-nula, tal que
TS =0 (ousejaTS(x,y) =(0,0,0,0), para qualquer (x, y) € R?).
CURSO: 3. Considere a matriz
02 2
A= [2 0 2] .
2 20

3.(a) Verifique que (-1, 1,0) é um vector préprio de A e indique o valor
proprio a que se encontra associado.

3.(b) Sabendo que ¢, (¢) = =t + 12t + 16, mostre que 4 é um valor
proprio de A e determine as multiplicidades algébrica e geométrica
de cada um dos valores préprios de A.

3.(c) Justifique que A é diagonalizavel indicando matrizes, D diagonal e Q
invertivel, tais que D = 0 'A0.

3.(d) Exprima a inversa de A como uma combinacio linear de poténcias
de A.

4. Seja A € R™",

(a) Mostre que c4(f) = ¢47(¢) ou uma matriz e a sua transposta tém o
mesmo polinémio caracteristico e conclua que A e AT tém os
mesmos valores préprios.

(b) Mostre que para qualquer valor proprio, A, de A (e de AT) se tem
dim(E 4(4)) = dim(E 47 (A).
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5. Considere a funcio que associa a cada par de vectores X,y € R? um Questao | Cotacao | Class.
numero real (x,y) dada por:
1@ (1.0
T de A = 52
(X,y) =x' Ay,onde A = RIE 1.(b) 1.0
() Mostre que (x,y) é um produto interno em R>. 1.0 1.0
Nas alineas seguintes supoe-se fixado este produto interno. 1.(d) 1.0
b) Calcule ||(1,0)]|.
(b) Caleule |(1.0)] o TR
(c) Seja W = Lg2({(—1,1)}). Determine W +.
(d) Determine vectores x,y € R?> onde x € W ey € W, tais que 2.(b) 1.0
2,1)=x+Yy.
6. Considere o espago R,[t] dos polindmios de grau < 2 com coeficientes 20 1.0
reais.
2(d) |1.0
(2) Mostre que W = {p(t) € R,[t] : p(0) = 0} é um um subespaco de
R,[7]. 3.a) 1.0
(b) Determine o polinémio de W que é a melhor aproximacio de 1 + ¢
relativamente ao produto interno em R,[#] definido por: 3.(6) 1.0
<ao+alt+02t2, b0+b1t+b2t2> = a0b0+a1bl +azb2. 3-(C) 1.0
30 [1.0
a@ 1.0
ab)  |1.0
5@ 1.0
560 11.0
5.(c) 1.0
5.(d) 1.0
5@ 1.0
60 |1.0
Total




Resolu¢io da versio A

1.(a) Consideremos a matriz

1 2 3
A=1|1 -1 -1},
2 1 2

cujas linhas sdo os vectores dados. Verificar se os vectores em causa sio linearmente
independentes (uma condi¢do necessaria e suficiente para que constituam uma base) pode ser
feito através do método de eliminacio de Gauss ou através do célculo do determinante.
Seguindo esta tltima via tem-se:

1 2 3
det(A)=[1 -1 —1|=0
2 1 2

Ora o facto do determinante ser nulo significa precisamente que as linhas da matriz (ou seja os
vectores dados) sdo linearmente dependentes. A a afirmacio ¢ assim falsa.

1.(b) A afirmacio é verdadeira se e s se o sistema

¢ possivel. Procedendo a eliminacao de Gauss obtemos a correspondente matriz em escada de
linhas reduzida que é

0
1
0
0

NN

constatando-se claramente que o sistema ¢ impossivel. Assim, a afirmacio ¢é falsa.

1.(c) Considerando a matriz, A, cujas colunas sdo os vectores dados, o espaco em causa é EC(A)
cuja dimensao ¢ a caracteristica de A. Procedendo a eliminacdo de Gauss:

I 1 1 2 1 0 2 1
[O I -1 1] — [O 1 -1 1]
11 1 2 00 0 O

Concluimos assim que dim(EC(A)) = car(A) = 2. A afirmacio ¢ assim verdadeira.

1.(d) Em vez de determinar a intersec¢do dos dois subespacos e a respectiva dimensao, é mais
simples calcular essa mesma dimensao indirectamente, calculando a dimensio da soma dos
dois subespacos e depois recorrer a forma da dimensao:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U n W),



para calcular a dimensdo da interseccio. E facil verificar que os dois subespacos tém dimensio
dois (em ambos os casos os vectores geradores sdo claramente linearmente independentes). A
soma ¢é gerada pela unido dos dois conjuntos de geradores e pode ser vista como o espaco das
linhas da matriz

1 1 -1 0
1 2 1 1
A=l1 0 1 0
-1 -1 1 1
Procedendo a eliminacdo de Gauss:
1 1 -1 0 1 000
1 2 1 1 . 0100
1 0 1 O 001 0o
-1 -1 1 1 0 0 01

Concluimos que a dimensdo da soma ¢é 4 e assim, a intersec¢do tem dimensio nula. A
afirmacio é verdadeira.

2.(a) O vector (x, y, z, w) 4 é a solucio do sistema:

1 00 O0]x 100 0] x
010 -1}y 0100
010 1 |z|" lo010|w
001 0w 000 1=

ou seja,

y+z z—y)

(x,y,z,w)ﬂ=<x, 7 W

2.(b) As colunas de [T'] 4 sdo os vectores de coordenadas em f das imagens por T dos vectores de f.

Tem-se:
T(170’ 07 O)ﬂ = (17 19 l’o)ﬁ = (17 1707 O)
T(,1, 1,0)ﬂ =(0,1,0, 1)/, =(0,1/2,1,-1/2)
T(0,0,0,1)5 = (0,0,0, 1) = (0,0,1,0)
T,-1, 1,0)13 =(0,-1,0, 1)13 =(0,-1/2,1,1/2)
Assim,
1 O 0 O
1 12 0 =112
Tle=lo 1 1 1 |
0 -1/2 0 1/2

2.(c) Uma vez que o espaco de partida e chegada tém a mesma dimenséo a transformacio é
sobrejectiva se e sO se é injectiva se e s6 se Nuc([T'] p) = {(0,0,0,0)}. Isto acontece sse a
matriz [T] 5 ¢ mdxima ou sse det([T] ) # 0. Calculando o determinante conclui-se que ¢ nulo
e assim a transformac@o nio é sobrejectiva.



2.(d) Como o nucleo de T nio é trivial, basta considerar (0,0, 0,0) # u € Nuc(T') e definir .S na
base canénica de R? de acordo com S(1,0) = S(0, 1) = u. Tem-se:

TS(x,y)=T(S(x(1,0)+ y0,1))) =T({(x + y)u) =
=(x+yT) =(x+y)(0,0,0,0)=(0,0,0,0),

e, como u # (0,0,0,0) a transformacio S nio ¢ a transformacio nula.

Lal-Bedl[al-[5--1e)

Ou seja, (—1, 1,0) é um vector préprio de A associado ao valor proprio —2.

3.(a) Tem-se que:

3.(b) Tem-se que c4(4) = 0 pelo que 4 é um valor préprio de A. Assim sendo c4(¢) ¢ divisivel por
(t —4). Usando a regra de Ruffini conclui-se que
) =—C+4+D1E-4) = -1 +2)>(1+4)
A matriz A tem entdo os valores proprios —2 e 4 e tem-se Myo(=2) =2 e my,(4) = 1.
No caso do valor préprio 4, tem-se
1 < mgeo(4) < my,(4) =1,
pelo que mye,(4) = 1.

No caso do valor préprio —2 tem-se

222
Myeo(—2) = dim(Nuc(A + 21) = dim Nuc ( [g % %] > = E,(-2).

Como

2 2 2 2 22
EA(—2)=Nuc(l2 2 2]) =Nuc<!0 0 0]) = Lp3s({(-1,0,1),(-1,1,0)}),
2 22 00O

concluimos que myeo(—2) = 2.

3.(c) Como a soma das multiplicidades geométricas é 3, igualando a ordem da matriz, conclui-se
que A ¢é diagonalizavel. A matriz Q ¢ uma matriz cujas colunas sio os vectores de uma base de
vectores proprios de R>. A matriz diagonal, D, tem na diagonal os valores préprios

correspondentes as colunas de Q. Para descrever Q precisamos de determinar uma base de
E ,(4). Tem-se:

E, (4) =Nuc(A —41) = Lps({(1,1, )}).

-1 -1 1 -2 0 0
o=[0 1 1| ep=|0 -2 0].
1 0 1 0 0 4

Tem-se entdo que:



3.(d) Como a matriz é diagonalizdvel, o polinémio minimo de A é m4(t) = (t + 2)(t — 4). Como a
matriz A é raiz do seu polinémio minimo (e também do caracteristico, pelo teorema de
Cayley-Hamilton) tem-se que:

= (A+21)(A —41) = A2 - 24 - 81.
Ou seja,
A2 24=8le(A-2DA=81o (%(A—ZT]))A:
Ou seja, a matriz |
g(A=21)
é a inversa de A.

4.(a) Temos que,

¢ ,(t) = det(A — 11) = det ((A - t1])T> = det(AT = 11T) = det(AT = 11) = ¢ ;7).

4.(b) Se A é um valor préprio de A e de AT tem-se:

Mgeo 4(A) = dim(E 4(4)) = dim Nuc(A — A1) = nul(4 — A1) =
= nul(A — A1)" = nul(AT — A1) = dim E7(4) = mge, 47(A).

5.(2) A funcio indicada é um produto interno se e s se a matriz A for simétrica e tiver todos os
seus valores proprios positivos. A simetria é evidente e, ¢ ,(f) = 1> — 6t + 1. Os valores

préprios de A (que sio as raizes de ¢4 (1)) sio 3 + 2\/5, 3 - 2\/5 > 0.

||<1,0>||=\/[1 0 [5 2] [})] =5
5.(C) Tem-se que,

WL={(x,y>: [x 9] B ﬂ l(l)]=0}={(x,y):—3x—y:0}:

={(x,y) 1 y=-3x} = Lz({(1, =3)}).
5.(d) Os vectores pretendidos sdo:
Sinn

SRR

5.(b) Tem-se que

x = Projy (2,1) = Proj(_l’l)(Z, 1) =

=(2,1)—-x



6.(a)

6.(b)

O polinémio nulo (que é o vector nulo do espaco R,[¢]) anula em ¢ = 0 (e em qualquer outro
valor de 1) logo é um elemento de W'.

Observe-se agora que os elementos de W, por serem os polinémios de grau < 2 que tém
t = 0 como raiz sio exactamente os polinémios de graus < 2 divisiveis por #, ou seja os
polinémios da forma #p(¢) onde p(?) tem grau < 1.

Para vermos que W ¢ fechado para a soma, consideremos #p(t), 1q(t) € W tem-se que

tp(t) +tq(t) = t(p(?) + q(1))

e como o grau de p(?) + ¢(t) é < 1, concluimos que tp(t) + tq(t) € W'.

Relativamente a multiplicag¢do por escalar tem-se:

a(tp(t)) = t(ap(t)) € W.

Como W ¢ fechado para a adicio de vectores e para a multiplicacdo de um escalar por um
vector, ¢ um subespacgo de R,[7].

O vector pedido ¢ Projy, (1 + 1%). Para calcular esta projeccdo ortogonal é necessario obter
primeiro uma base ortogonal de W. Da alinea precedente sabemos que os elementos de W
sio da forma #(a + pr) ou seja, da forma ar + f1° que sdo as combinagdes lineares dos vectores
t e * que sio linearmente independentes porque sio vectores da base canénica de R?[¢]. Ou
seja,

W = Loy ({1, 7}).

Tendo em conta o produto interno indicado, o conjunto {,7°} é uma base ortogonal de W'
Desta forma, o vector pretendido é:

, A+51) A+, 0. 1, -
Projy, (1 + 1) = r+ P ==t+4 =12 =12
Jw ( ) o ) Tt




