CDI1-TP lo. Exame LEE - LEGI - LETI 10/02/2022
Justifique as suas respostas
ESBOCO DE RESOLUCAO:

1. (1.25 val.) Indique, se existirem, os majorantes, minorantes, supremo, infimo, maximo
e/ou minimo do conjunto A ={z € R : [32? + 5z + 1| < |2 — 5x + 3| }.

1322 + 52 + 1| < |2° — bz + 3| <=
322 + 50+ 1< |2° =5+ 3| A —|2? — 5z + 3| < 32° + 51 + 1 <=
(2> =5z +3>32> + 52+ 1Va? -5z +3 < —(32° 4+ 5z + 1))A
(—(32* + 50 +1) < |2° — bz + 3|) =
(0> 22 + 10z — 2V 42® + 4 < 0)A
(—(32° +5x+1) <2 =5z +3Va® -5 +3<32°+5z+1)
(0>2>+52 -1V +1<0)A(0< 42 +4V 0 <227+ 101 — 2) —

(0 > 2% + 5z — 1V ( condicdo impossivel )) A (( condicdo universal ) vV 0 < 22 + 5z — 1) <=

(0 > 2% + 5z — 1) A ( condigao universal ) <= 0 > 2 + 57 — 1 <=

—5—4/29 <—5+\/@

<= .- férmula resolvente - <— —— <z

2 - 2
Portanto
A —5—129 —5+ /29
B 2 2 ’
donde,
) 29 ) 29
{ majorantes de A}:{%\/_,+oo[ supA:maXA:%\/_
—5—4+/9 -5 —v29
{ minorantes de A}:}—oo,%\/_g} ian:minA:f
2. (2.5 val.) Mostre, por indugao uei ! S ara cada natural n > 1
e v P R [ DR =
1 1 n 1 1
P 1, == = —— =~ dond
e ZkkJrl Zkk+ Ti4l 2% m1 141 2 omeed

proposicao é Verdadelra paran = 1.

1

D) =T (Hipétese de

Suponhamos agora que hd um natural [ tal que Z k



Inducdo (HI)). Entao,
I+1

1 : 1 1 l 1
;;k@+1):g;k@+1)+a+na+1+1):(HDZ+1+(z+na+m
I(l+2)+1 242041 (1+1? 1+1

T (+nl+2) (+00+2) (+0I+2) 1+2
Portanto a hereditariedade é satisfeita. Como a proposicao também é verdadeira para

- 1 n
n = 1, fica provado por inducao que é verdade que Z i = para cada
k=1

k+1) n+1
natural n > 1.

. (1.25 val.) Seja f : [0, +oo[— R, continua, tal que f(0) >0e lim f(z)= 0. Prove

T—>+00
que f tem méaximo em [0, 400

ef. 1
lim hT f(x):OgVe>OE|5>O : :c>g:>|f(:c)|<e
T—1+00

Entao, com ¢ = f(0), existe 6 > 0 tal que, para x > 1/9, f(x) < f(0). Com este
d, aplicamos o Teorema de Weierstrass a f e ao intervalo [0,1/d], que nos permite
afirmar que existe ¢ € [0,1/4] tal que f(c) é mdximo, isto é, para cada = € [0,1/0],
f(z) < f(c); em particular, f(0) < f(c). Por outro lado (foi assim que “cridmos”
este §), para cada z €]1/§,4+o00|, f(z) < f(0)(< f(c)). Portanto, qualquer que seja
x € [0,+00[, f(x) < f(c), ou seja f tem maximo em [0 + oco[ (que é f(c)).

. (1.25 val.) Mostre que 0 <  — log(1 + ) < 2*, qualquer que seja z > 0.

Seja > 0 e considere f(t) = t — log(1l + t), para cada t > 0. f é diferenciavel
(justificar). Aplicando o Teorema de Lagrange a f e ao intervalo [0, x|, tem de existir
¢, €10, z[ tal que

) = x —log(l+z)— (0 —log(0+ 1)) _ T log(1 + ZL‘)

z—0 T

(-r3)
—(1-—
tc, 1+1¢

Por outro lado,
/
f(cz) = (t—log(l +t))

I 14ea-1 o
l+¢, 14¢,  14c¢,

t=cy

Como ¢, € ]0, z],

>0=14c¢c,>1>0= fcm>0.
E também porque ¢, € ]0, x|, . .
1+xcx<Tm<x’
portanto
0<gm <7 < 0<x_loi<1+x)<x — 0<z—log(l+2)<a?

para cada x > 0.



5. (1.25 val.) Calcule: lim z"*

z—0*

lim sinz log(x)

sinz sinz log(z) __ ez—30

lim z — lim €98 — lim e
z—0t z—0Tt z—0t

( = ¢"(=>°) _ indeterminacio )

Tem-se

] _
lim sinz log(x) = lim og(7) (: OO)

z—s0F e—0t (sinz)~! 00

Aplicando a regra de Cauchy (justificar porque se pode aplicar):

. (log(x))’ . 1/x i sinz 1 ,
lim T = lim - 5 = lim - . sinx =
e—0t+ ((sinz)™1)  z—ot (=1)(sinx)"2-cosx  z—0+ T COST
. sinx . 1 . . 1
= — lim - lim lim sinz=-1-—--0=0
z—0t X z—0t COST z—0+ 1
donde
. lim sinx log(x
lim 2% = ez—0* 8(0) = =1
z—0T

x, x€Q

—z, reR\Q’
0 < a < beR. Escreva as somas de Darboux, inferior e superior, desta fungao, para
uma decomposicao d, qualquer, de [a,b]. Simplifique-as o mais possivel. Calcule os

integrais inferior e superior de f sobre [a,b]. Decida se f é ou nao integravel sobre
[a, b].

6. (1.25 val.) Considere a funcao f(x) = num intervalo [a,b] com

Sejad={a =2y < < <1 < <<z, = b} uma decomposicao de [a,b].
Tem-se,

3
3

n

salf) =Y mu(f)(@r — wpo1) = Y (=) (@r — 2pe1) = Y mu(—Id)(wy, — 24-1) =

k=1 k=1 k=1
= Sd(—]d)

onde Id é a funcao identidade isto é, Id(x) = z, para qualquer x. Portanto,

b
/ f =sup{sq(f)|dé decomposigao de [a, b]} = sup{sq(—1Id)|dé decomposigao de [a, b]} =

b b b
= / (—1d) = ( porque —Id é integravel (justiﬁcar))/ (—1d) = —/ Id =

b — a?
- ( usar regra de Barrow )




Por outro lado,

3
3
3

Portanto,

T b
/ f =sup{Sa(f) | dé decomposicao de [a, b]} = sup{Sa(Id)|dé decomposicao de [a, b|} =

b b
= / Id = ( porque Id é integravel (justiﬁcar))/ Id =

b? — a?

2

( usar regra de Barrow )

Entao, porque 0 < a < b,

L?:w;f%_w;ﬁzlv

donde f nao é integrével sobre [a, b].

7. (2.5 val.) Primitivar: 14z

Px\/1+:p:P(1+x—1)\/1+x:P[(1+x)\/1+x—\/1+x} =

1
— P(l + I)3/2 . P(l + I)l/Q (1 + x>3/2+1 o

1 1/241 _
1+1/2( + ) +c

1+3/2

2 2
= 6(1—1—3:)5/2 - §(1+x)3/2 +c

r—xr+1

8. (2.5 val.) Primitivar: R

Fazer divisdo polinomial para obter 2 —z+1 = (z+1)(2® — 2?) + (22 — 2 + 1) donde:

— 1 1 — z? 2 1 - 1
PZL‘ T+ P(x+ Nx? —2?) + (2 —x + 1) P(x+1)+P(x T+ )_
3 — 22 x3—x2 x?2(x —1)
- :c—i—l B
B a:—l
Entretanto,
(2 —z+1) A Ay B (2 — 2z +1) 1
—— =+ — — Ay =——7"7-" =—=-1
x2(x —1) x +x2+x—1 2 x—1 oo —1
[P )|
x ooy 1




donde

(2> —2z+1) A -1 1 (2> —x+1) Az —x x
e T, = —
x?2(x —1) r  x2 r-1 2 (x —1) x 2 r—1
2 1 A -
— lim xw = lim 22 + lim - + lim
xrH—+00 l‘Q({L‘ — 1) r—+o0 =400 I T—+oo I — 1

e retomando os calculos da primitiva acima:

_(z41)? 0 -1 1 ~(z41)? —-1 I
=y PGt ti) T TPt
(z+1)°

1
=——+—+log|l—z|+c¢
2 T

9. (1.25 val.) Seja a € R. Calcule a area delimitada por y* = 4az e 2* = 4ay.

Se a = 0 a regiao é constituida por um s6 ponto donde a area é nula.
72
Se a > 0, temos as fungoes y = L eY= 2\/a/x cujos gréficos se intersectam nos
a
pontos de abcissas:

2 4

x—:2\/5\/§:> =4ar = r=0 ou 2°=64a> = =0 ou x =4a
4a 16a2

donde, a area pedida é:

4a I‘Q 4a 1 4a
/ (2\/5\/_ — —)daz = 2\/5/ o 2dy — — / 2idx =
0 4a 0 4a J,

1 4a 1 1 4a 2 1
o g [ptt1/2)te 2 2 payda o ot N3/2 T 40)3 —
Va7l - el = 2vag i) — 1o (da)
2 1 1 16
= 5(461)2 - §(4a)2 = §(4a)2 = §a2
(Analogamente para a < 0.)
+oo
2n)!)?
10. (2.5 val.) Diga qual é a natureza da série Z K‘(?;) ])'
n!(3n)!
n=0



(n+1)!(3(n4;1))! [@n+2)12 nl (3n)!

[(2n)!]? O [@2n)]2 (n+ 1) (3n + 3)!
nl(3n)!
_ @n+222n+1)%[(2n)12 0l (3n)! _
[(2n)!]? (n+1)n! (3n+3)(3n+2)(3n+ 1)(3n)!
B (2n +2)*(2n + 1)? 2n+1)2(n+1)2n+12n+1
S (n+1)Br+3)Bn+2)Bn+1) n+1 3n+1)3n+23n+1
241 241 1
A2+ 1/m)@+1/n) 16
3(3+2/n)(3+1/n) notoo 27
X [(2n)1?
Portanto, pelo critério de d’Alembert, a série z:: nl(3n)] converge.
. . . 213
11. (1.25 val.) Determine o desenvolvimento de McLaurin de 5
—x
223 B 223 B 223 1 |z|<V3 223 Z a3 f s B
3—a22 3(1—a2/3) 3 1—22/3 3 —~ L= 3
+00 9 +00 9
_ 2n+3 _ _ 2k+1
n=0 k=1

12. (1.25 val.) Calcule o valor aproximado de /1010 usando um polinémio de Taylor de
ordem 1 de uma fung¢ao apropriada. Estime o erro cometido.

./ / 1
V1010 = /1000 + 10 = ¢ 1000 14+ —— ) =+v10004/1 + — = 10¢/1 + —.
+ + 1000 + 1000 + 100

Consideremos a funcao f(z) = 10v/1 + x.
V1010 =
=/ <100)

Consideremos a féormula de McLaurin de la. ordem de f com resto de Lagrange:
"
1) = 10) + £10) o+ 2

21
Tem-se:

com c estritamente entre z e 0.

f(z) =10v1+ 2= f(0) =

fa) =G0+ = ) =
Fa) = 2 (1 a)



Entao, a aproximacao pedida é:

10 1 1
=10+ — = 10,03(3).

\ 1 L
V1010 = (15 ) = O+ F0)5 =10+ 3 15 =10+ o

Quanto ao erro cometido (com 0 < ¢ < 1072):

VA0 - 10.03) = |11 535 ) = (70 + 70 355) :‘f2_<‘><ﬁi0) _

120 10
= §§|1 +¢| 7?8107t < 9 1-107* < 2-107* = 0,0002




