CDI1-TP 20. Exame LEE - LEGI - LETI 24/02/2022
Justifique as suas respostas
ESBOCO DE RESOLUCAO:

1. (3.5 val.) Indique, se existirem, os majorantes, minorantes, supremo, infimo, maximo
e/ou minimo do conjunto A ={z € R : [32? + 5z + 1| > |2 — 5z + 3| }.

132 + 52 + 1| > |2° — bz + 3| <=
322 + 50+ 1> |2° — 5 + 3|V —|2? =5z + 3| > 32° + 51 + 1 <=
(2> =5 +3<32*+ 5z +1A2> — 50 +3 > —(32° + 5z + 1))V
(—(32* + 50 +1) > |2° — bz + 3|) =
(0 <22 + 10z — 2 A da® +4 > 0)V
(=32 +5x+1)>2> -5z +3A2° =5 +3>32°+ 52+ 1)
0< 2> +52—1A2°+1>0)V (0> 42 +4A0>22° + 10z — 2) <=

(0 < 2% + 5z — 1 A ( condicdo universal )) V (( condicdo impossivel ) A0 > 22 + 5r — 1) <=

(0 < 2%+ 5z — 1) V ( condigdo impossivel ) <= 0 < 2° + 5z — 1 <=

-5 —v29 -5+ v29

<= ... férmula resolvente --- <= x < > 5

Portanto

A:} _007—5—\/@]U [—5+\/@7+OO[7

2 2
donde, A nao tem majorantes nem minorantes, nem supremo nem infimo, nem maximo

nem minimo.

n

k+2 1
2. (3.5 val.) Mostre, por indugao, que ; m =1- m, para cada natu-

raln > 1.
Paran =1,

u k:+2 i k+2 3 3

— k(k 2”C k(k+1)2k 2.2 4
e

1 1 1 3

=l =]
(n+1)27 (1+1)2! 41

donde a proposicao é verdadeira para n = 1.



l

k+2 1
Suponhamos agora que ha um natural [ tal que Zl m =1- m (Hipétese
de Indugao (HI)). Entao,
li k+2 zl: k+2 [+1+2 B
E(k+1)2k k(k+ 1)2* (l+1)(l+1+1)21+1_
_ (HD 1- 1 N [+3 _ _2(l+2)—(l+3):
(I+1)28  (I4+1)(1+2)20+1 I+ 1)1+ 2)2
N G ) B
(I+1)(1+2)2t+1 (I +2)21+1
Portanto a hereditariedade é satisfeita. Como a proposicao também é verdadeira para
"N k+2 1
n = 1, fica provado por indugao que é verdade que Z W =1- m,

para cada natural n > 1.

. (1 val.) Calcule (ou mostre que nao existe): lirﬂ_l sin(v/z).
Tr—>r+00

2
77
Considere as sucessoes x, = (5 + 2n7r) — +ooex, = (2nm)? — +oo. Tem-

n——+00 n—-+00
se,

n—-+o00

sin(y/2/,) = sin(2n7) = sin(0) =0 — 0#1

n——400

sin(y/z,) = sin (g + 2n7r) = sin <g) =1 — 1

Portanto, nao existe o limite indicado.

. (1 val.) Seja f:R — R, continua, tal que lim f(z)=0e lim f(z) =0. Prove

T—r+00 T—r—00
que f tem maximo ou minimo em R.

1. Suponha que f ¢é idénticamente nula. Entao

max f(z) = 0 = min f(z),

zeR zeR

o que termina a demonstragao, neste caso.

2. Suponha que f nao ¢ idénticamente nula. Entao existe a € R tal que f(a) # 0. Por

outro lado, como liril f(x) =0, entao, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que = > %
T—rL00

implica que —e < f(z) < € x < —5 implica que —e < f(:L’) < €.
L. Se f(a) > 0 faca € = f(a); existe § > 0 tal que ¥ > 5 ouz < —5 implica que
f(z) < f(a). Pelo Teorema de Weierstrass, f tem maxmlo no mtervalo [ 3 3],
j4 que este é fechado e limitado e f é continua. Portanto existe ¢ € [—1 5 5] tal

11

que f(c) > f(z) qualquer que seja x € [—1,3]. Como a € [—3, 5], entdo se

r>3ouz < —z, f(z) < fla) < f(c) ouseja f(c) ¢ méximo de f sobre R.

2



II. Se f(a) < 0 faca e = —f(a); existe 6 > 0 tal que = > % ouzx < —% implica que

f(x) > f(a). Pelo Teorema de Weierstrass, f tem minimo no intervalo [—1, 3],

ja que este é fechado e limitado e f é continua. Portanto existe ¢’ € [—%, %] tal

que f(c') < f(z) qualquer que seja z € [—3,5]. Como a € [—5, 5], entdo se

x> soux<—3, f(x)> f(a) > f(c) ouseja f(c) ¢ minimo de f sobre R.

5. (1 val.) Dados nimeros reais a < b, sejam f e g fungbes continuas em [a, b], difer-
enciaveis em |a, b[, satisfazendo f(a) = g(a) e f(b) = g(b). Mostre que a equagao
f'(x) = ¢'(x) tem solugao em |a, b|.

Seja h(z) = f(x) — g(x) para cada x € R. Entao h é continua em [a, b] e diferenciavel

em |a,

b[ (justificar). Para além disso, h(a) = f(a) — g(a) = 0 = f(b) — g(b) = h(b).

Portanto, h estd nas condi¢oes do Teorema de Rolle. Entéao, existe ¢ €la, b| tal que
0= h'(c) = f'(c) — ¢'(c). Isto é, existe ¢ €]a, b tal que f'(c) = ¢'(c) ou seja, existe
solugao da equacao f'(x) = ¢'(x) sobre |a, b|.

6. (2.5 val.) Primitivar: arctan(y/z).

P arctan(y/z) = rarctan(y/z) — Pz

1 ,_
.W.(\/})_

1 1 1
rarctan(y/z) — Pz - e §x_1/2 = rarctan(y/z) — 5 P 1\—/1?37 =
1
:caurctam(\/g)—éfd:cl_iij =...
Fazendo v = +/z, z = u?, dz = 2udu
tan () — 5 [ 2udu - = waretan(E) — [ du
-+« = rarctan(y/x) — = udu = zarctan(y/x) — u =
2 1+ u? 1+ u?
1 21 1
xarctan(\/f)—/du%:xarctan(ﬁ)—/du1+/du1+u2 -

7. (2.5 val.) Primitivar:

xarctan(y/z) — u + arctan(u) + ¢ = z arctan(y/x) — v/z + arctan(y/x) + ¢

l‘4

x4 — 322 — 4

xt _564—3:62—4—1—3:52—1—4_1+ 3x2 —4 14 3x2+4
ot — 322 —4 xt — 322 —4 B ot — 312 —4 (x2)2 — 3(2?) — 4
322 +4 322 +4
féormula resolvente para z2) = 1 + =1+
< vente para &%) =1 oy e 1 T oD+ @@ D)



Por outro lado,

3z% + 4 A B Cx+ D

@21+ -2 112 2+l

com
B 32?2 + 4 ~3-4+4 4
(x+2)(22+1)|,_, 45 5
B 32?4 4 ~3-4+4 A4
C (x—2)(22+1)|,_, —4-5 5
Portanto,
244 4/5 4/5  Cz*+ D 4 4
N 302 + _ 4/ / =N S e N

wortoo  (x—2)(z+2)(22+1) Tr—2 T2 2241 245 5

donde C = 0 e finalmente:

372 +4 4/5 4/5 D
2 = - T a7
(=2 +2)(@2+ 1) |,y T—2|,y T+2|,_, 22+1]_,
4 2 2 1
— =————-+D <= D=-—-
—4 5 5_'_ 5
Entao:
o 4/5 —4/5 _ —1/5
—  =P1+P——+P P =
xt — 322 -4 + x—2+ ZL’—|—2+ 1+ 22

4 4 1
:x+glog|x—2|—glog|x+2|—garctanx+c

. (1 val.) Seja r > 0. Calcule a drea delimitada por uma circunferéncia de raio r.

(Este é um dos exercicios das listas de problemas.)

H& que integrar a fungao f(x) = 12 — 22 de x = 0 a x = r e multiplicar por 4:



2
PVr2 — 22 = a2 — 22 — Px—72 =avVr?—a? — P~

2 2
:x\/'r*?—a:?—PiT i =2Vr2 —a22 —PvVr2 —22 4+ P ——mx =
r2 — g2 \r? —xZ

=aVr2 — 22 —PVr2 — 224 r?P =

1
:x\/TZ—xZ—P\/TQ—xQJrTZP—l /(T/ E =
—(z/r

= 2vV7r2 — 22 — P/r?2 — 22 + r? arcsin(z/7)

donde
2PVr?2 — 22 = 2/r2 — 22 + r? arcsin(z /1)
e portanto,
2
Pvir? —a? = g\/rz -2+ % arcsin(z/r) + ¢

Entao,

r 2 x=r 2
4/ dzvVr? —a? =4 gvrQ — 22+ % arcsin(x/r)} = 4{0 + % arcsin(l) —0—0| =

0 z=0

=4 %g =7r

?(1+a)
9. (1 val.) Suponha que f : [0, +oo[— R ¢é continua e que / f(t)dt = z. Calcule
0
f2).

Pelo Teorema Fundamental da Analise e pelo Teorema da Derivada da Funcao Com-
posta,

22(1+2) !
v = </ f<t>dt> — 1= f@(14+2)) - @2+ 2) = f(1+ ) - (20 + 32%)

donde
1

f@*(1+a)) = 32

Com x = 1, tem-se:

1 1

f2) =11 +1) = s

+oo .
| = NS e:
10. (1 val.) Diga qual a natureza das séries: (7) Z —n Z

—~ (n+ 2)\v/n vn?2+n



(i) Passamos a série dos médulos:

f sin(o5 +n°)| f |sin(Z5 + n?)|
—~ | (n+2)vn < (n+2)yn
cujo termo geral satisfaz:
| sin(25 + n?)] 1 B 1 1
(n+2)y/n ~— (n+2)vn nyn+2yn  nd2
Entao,
1
(n+2y/n 2  ayn m n on v lemY
1 S (n+2)yn (n+2)yn n+2 Yn o n+2 14+2/n note
n3/2

~ s . . . ’ . . 1 1 A
Entao, pelo critério do limite, as séries de termos gerais Gryvm © e tem a
mesma natureza. Como 3/2 > 1 entao a série de termo geral n3—1/2 converge (cf.

;. ~ s . 1 . e
tedricas). Entao a série de termo geral ryum converge. Finalmente, pela critério

sin(h +n%) _ 1
(n+2vn (2’

converge. Portanto, a série de termo geral

entao a série de termo geral

da majoracgao, ja que
. 1 3
sin(-z +n°)

(n+2)v/n

| sin(5 +n)]

(n+2)v/n

absolutamente.

converge

(i)

Portanto, esta série converge.

11. (1 val.) Considere a funcio f(z) = x?arctan(z®) definida em R. Calcule as 30
primeiras derivadas de f na origem isto é, calcule f(™(0) paran =1,2,...,29,30.

(Exercicio analogo a exercicio das listas de problemas.) Recordando,

+o0
1)
arctant =" ; %t%“ (cf. Tedricas).



12.

Por outro lado, se f(z) = 2% arctan(23), entdo a sua série de McLaurin é

I £(n)
n!
n=0

Entao,

) W<t anm (=D st ases (D)7 (1)
r?arctan(z®) "= x Z ) (gl = g Z L On+3 :Z Lo+

e +1 — 2n+1 o 2n+1
_ (—=1)° 26045 | (1! 6145 (—1)? 6245 (=1)° 20345 (=1)* 6445
2-0+41 2-141 2-241 2-3+1 2-4+1
(=1)° 6545 IR TR BT S SIS SRS St
—|—2_5+1:c + =z 3:1: —|—5:c 7:6 —|—9:1: 11:1: +
Portanto, para 1 < j < 30, f%)(0) = 0 excepto:
11! 17! 23! 29!
fO) =51 fI0) = === [0 == fF0)=-= f0) =

(1 val.) Mostre que 0 < z —log(1+ z) < %xZ, para qualquer z > 0.

Considere a fungao f(t) = t — log(1 + t), para cada ¢ > 0. f é fungdo continua e
diferenciavel sobre o seu dominio (justificar) portanto para cada z > 0, f estd nas
condigdes do Teorema de Lagrange sobre o intervalo [0, z], donde, para algum ¢ €0, z[:

f(z) — £(0) x—log(1+x)—02x—log(1+:p)

/ _ _ .
Jle) = z—0 z—0 x
Por outro lado,
1 1
f’(t):(t—log(1+t))’:1—1—H portanto f’(c):1—1+c
e como
0<ec = 1<1l4c = <l = —-1<- — 0=)1-1<1-
+c 1+e¢ 1+ec
donde
1 — log(1
0<1- = og(1 + ) = 0<z—1log(l+x) porque z > 0 .

1+c¢ T

Agora, quanto a x — log(1 + ) < %x2.
Estabelecamos a férmula de McLaurin de 2a. ordem de f:
f@)=o—log(l+a) =  f(0)=0
1

f’(x)zl—lﬂ —  f(0)=0

e =(1- 4 )':( 1 —  f0)=1

1+ 1+ x)?

o) = <ﬁ) - Doy




donde:

f(z) = f(0)+ f'(0)x + f/;(lo):f + f/;('c) z? para algum ¢ €]0, x|

1 1 1 1 3 1
=0 0- ~ 2 Z(=9 3 _ Z .2 < =
+0-2+ g +2( )<1+C)3x 57 TESE 57

2

ja que tanto ¢ como z sao positivos.

Portanto,
1
0<xz—log(l+x) < 5:52 para cada x > 0.



