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1 Introducao

Seja r um numero real.
Defina-se a sucessao uy = r*, para cada k € N.
Some-se os termos desta sucessao desde k = p até k = N:

N
SN = Zrk.
k=p

Sera possivel encontrar uma forma fechada para esta soma, isto é, exprimir Sy a custa de N e r
envolvendo fungdes conhecidas (polindmios, fungdes racionais, trigonométricas, exponencial, logaritmo,
etc.)? Vejamos:

N
Sy = Zrk =P Pt P2 g N N
k=p

donde

N+1

Sni1 = Z Pk =P Pl k2 o NS N N Sxn +TN+1,
k=p
e por outro lado,
N+1
Sngr= Y rF = PP TP R p N N p N g (pP P P2 N V) = g Sy
k=p
donde
r? +rSy = Sy4+1 = SN +TN+1,
donde
(1—r)Sy =P —¢NT!
e portanto
400 r>1
rP — N+l rP
1—7r ko400 |1—1r
sem limite r < —1
Finalmente, temos:
400 r>1
—+00 N P
Zrk: lim = lim Sy = |r] <1
N—+o0 N —+o00 1—7r
k=p k=
sem limite r < —1.

Este é entao o nosso primeiro exemplo de uma série, isto é, uma soma com infinitas parcelas. Como
podemos ver, consoante o valor de r, a série representa ou nao um numero real. Isto é a série converge
(representa um numero real) ou diverge (ndo representa um numero real). Mais ainda, no caso desta
série, em caso de convergéncia, sabemos exactamente o valor do nimero real que a série representa. De
um modo geral, ficaremos satisfeitos em saber se uma dada série converge ou se diverge.

Vejamos outro exemplo (ou coleccao de exemplos) de série somdvel (isto é, que em caso de convergéncia
sabemos exactamente o valor em questao). Dada uma sucessdo de nimeros reais,

(un)a



considere-se a sucessao
Up = Upt1 — Up, para cada n €N

e some-se os termos desta sucessao desde n =p até n = N:

N N
Ev :5 Upt] — Up) = +++ = UN+] — U — llm uy — uyp.
" (nJr n) + P N—+4o00 N—+4o00 P

Estas séries sao ditas séries telescépicas ou séries de Mengoli.
Eis um exemplo concreto:

+oo N N
1 1 1 1 1 1
S ———— = lim — = ...TPC---= lim — = lim (-—— ) =1
—nm+1) Noteol=n(n+1) Notoo = \n n+1 N—+oo\1 N+1
—+o0
Portanto, a série Z _ (i) converge e (ii) a sua soma é 1
’ “—n(n+1) '
Outros exemplos de séries relacionadas com a série de Mengoli:
—+o0
1
1. —_;
Z nz—1’
n=2
+o0 2
' = n*+6n3 + 11n? 4 6n’

Definicao 1.1. Uma série € uma soma com infinitas parcelas. Assim, as somas com wm numero finito de
parcelas também podem ser encaradas como séries; basta adicionar-lhes um niumero infinito de parcelas

nulas. No entanto, neste texto quando falarmos de séries referir-nos-emos a somas com um numero
infinito de parcelas ndo nulas.

Notacdo:
+oo N
€ .
E Uy, = lim E Up,
N—~+oc0
n=p n=p
Terminologia:
+oo
Up, - termo geral da série g Up
=p
N “+o0
Sy = g Up, (sucessdo das) somas parciais da série E Un,
n=p n=p

Séries com a mesma natureza: se uma converge, a outra também converge; se uma diverge, a outra
também diverge.

As séries podem ainda subdividir-se de acordo com o seguinte esquema:



Séries :

—+o0
Séries de Poténcias (Ex: Z zb).
k=0
Séries de Funcoes:

+oo
Outras Séries de Fungoes (Ex: Z sin(z")).
k=0
+oo
Séries de Termos Positivos (Nao Negativos) (Ex: 2(1/2’“)).
k=0
Séries Numéricas:
+oo
Séries de Termos sem Sinal Definido (Ex: Z(—l)k)
k=0

Alguns factos sobre séries:

Proposicao 1.1. Sejam

—+o0 —+o0
E Un (& E Un
n=p n=p

séries convergentes e \, i € R. Entao, a série

+oo
Z (/\Un + ;wn)

n=p

também converge e

+oo +oo +oo
Z ()\un—l—/wn) :)\Zun—i—uZUn.

n=p n=p n=p

Proof. Tem-se,

+oo

D

n=p

N

N N
) o) -t e o)

N N +o0o “+oo

N N
i (Vw3 ) =3 tim S i S =23 w3

=p n=p n=p n=p

Proposicao 1.2. Se uma série converge entao o seu termo geral tendo para zero, isto é,

Proof. Com

tem-se

donde

—+oo
Zun:SeR = lim u, =0
n—-+o0o
n=p
N
SN:ZUn
n=p
lim SN:S: lim SN,1
N ——+oc0o N—+oc0o

0=5—-S= Ilim SN, lim SN,1: lim (SNSNl)th unN

N—+o00 N—+o00 N—+o00 —+o00



Este resultado, expresso na forma do contra-reciproco, é ttil para identificar certas séries divergentes:

Corolario 1.1. Se o termo geral nao tende para zero, a série diverge.

No entanto, ha séries divergentes, cujo termo geral converge para zero, como veremos de seguida.

2 Séries Numéricas de Termos Positivos (Nao Negativos).

Eis um exemplo de série divergente:

+oo 1

E — (Série Harmonica) :
n

n=1

2N

S 721,}+1+}+ SIS PRI S VNS S IR ST
T Ln 17273 N  N+1 oN ~ "N N+1 T N+2 N+N ~
N parcelas
1 1 1 1 1
> 9 -9 N—=29 =
SNt NNt NN T T NNy TV gy TN T
N parcelas
donde )
(%) Son — SN > 3 para todo o N € N.

Se a série converge, isto é, se existe

lim SN(:S)

N—+oc0

entao:

lim <S2NSN> lim SQN* lim SN:S*SZO
N —+oc0o N—+oc0 N —+oco

o que contradiz (), j4 que

1 11
Son — SN > 5 — lim Sony — Sy > lim - =->0.
2 N—+o0 N—+o002
00 1
Portanto, a série harmonica E — diverge.
n=1 n

Mais uma vez, este é um exemplo de uma série divergente mas cujo termo geral tende para zero.

Proposicao 2.1 (Critério de Majoragao). Se u, e v, sdo tais que a partir de certa ordem se tem
0 < u, <wv, entdao

—+oo —+oo
E Up COnverge —— E Un CONVETGE .
n=p n=p

Proof. A soma parcial de uma série de termos positivos é uma sucessao crescente. Portanto, basta ser
limitada para ser convergente. Como u,, < v, entao

N N +oo
E Up < E Uy < E Uns
n:p n:p n:p



portanto
—+o0

E Uy converge .

n=p

Note que o contra-reciproco também é importante:

Corolario 2.1. Se u, e v, sdo tais que a partir de certa ordem se tem 0 < u,, < v, entdo

—+oo +oo
Z U, diverge —> Z v, diverge .
=p n=p

Podemos entéo iniciar um catélogo de séries. Como j& sabemos que a série harménica (> %) diverge,
entao,

+o0o 1
a<ll = Zn—a diverge
n=p

Proposicao 2.2 (Critério do limite). Sejam w, e v, sucessées de termos nao negativos e

Entao:
(i) 0<l<+c0 = ;rz; U,y Z:S; vn, tém a mesma natureza.
(1)) =0 e % n converge = ST, converge
n=p Un n=p Un .
(iii) | = +oc0 e Ty converge = 3.7, converge
n=p Un n=p Un .

e respectivos contra-reciprocos.

Proof. Provaremos (i).

m 2% =] e Ve>0 FkeN : n>k=— |2 _

‘<6

Un
isto é u
l—e< 2 <li+e

Un

Portanto, com € = /2, existe k € N tal que, para n >> k,

(0 <)1/2 < Z—” <31/2 = (/v <un e un<(@B/2v, =

n
+oo +oo +oo +oo
= (1/2)20n<2un e Zun<(31/2)2vn
n=~k n=~k n==k n=~k
Portanto, as séries tém a mesma natureza. [l

Portanto, como

RIS
= nin+1)

converge (como vimos quando faldmos de séries de Mengoli) e como

§M| —

1
lim = lim M

_1 2
n—-+oo n(n—i—l) n—-+o0o n

=1




“+oo
entao, pelo critério do limite, E — converge.
+oo
Por outro lado, pelo critério de comparacgao, para cada o > 2, E — converge. De facto, basta que
n

n=p
«a > 1 para que a série convirja, ou seja:
too converge a>1;

diverge a<1.

Proposigao 2.3. Seja u,, sucessao de termos ndo negativos.

—+oo

(i) nEIJIrloo Yu, <1 = Z Uy, converge
n=p
+oo

(ii) nEIJIrloo Yu, <1 = Z Uy, converge
n=p

Proof. (i) Seja lim {/u, =1 < 1. Entéo, existe | < A < 1 e existe k € N tal que, para n > k,
n—-+oo

Yup <N = u, <\

Como 0 < A < 1 entao A é a razao de uma série geométrica convergente. Pelo critério da majoragao,
a série

—+o0

E Uy, converge

n=p

. . e . - . S
(ii) Seja agora nll}IJIrloo Yu, =1 > 1. Entdo, existe k € N tal que, para n > k,

+oo

Yup>1 = up>1 = ngr}rlooun #0 = Z uy, diverge
n=p
O
400 1
Exemplo: ol
n=1

Proposicao 2.4. Seja u,, de termos nao negativos. Suponha que

Un+1

= lim =1.
n—-+oo U,
Entao:
—+o0
(i) <1l = Zun converge
n=p
+oo
(i1) [>1 = Zun diverge
n=p



Proof. (i) Sejal < 1. Entao existe I < A < 1 ek € N tal que, paran >k

1
Un+1 < )\ _ )\nJr Un+1 U_n

Uy, L A\n+1 L

ou seja a partir de certa ordem, a sucessao 0 < 32 decresce. Portanto existe ¢ > 0 tal que, a partir
de certa ordem,

U, n
V<C == u, <c-A\".

Como 0 < A <1 ¢ a razao de uma série geométrica convergente, entao

—+oo

E u, converge
n=p

+oo
(ii) I>1 = wup <upq1 apartirde certaordem — lim wu,#0 = Z u, diverge
n—-+o0o
n=p

O

Exemplos (a Matemética é consistente!):

—+oo
1. Dado r € R, Z r" (exemplo j& estudado, de outra maneira.)
n=p
+oo
2 Z 1 (mais simples usar critério de majoragao!)
. " !
n=p
3 io@”)! ( hé factoriai iai itério de d’Alembert ...)
. ... mas se ha factoriais e exponenciais, usar o critério de embert ...
Zit3n P

3 Convergéncia simples e convergéncia absoluta.

—+oo
Definigao 3.1. Dada uma série, E U,
n=p
—+o0 —+o0
(i) se E |un| converge, diz-se que g u, converge absolutamente;
—+o0 —+o0 —+o0
(ii) se E U, converge, mas E |un| diverge, diz-se que E u, converge simplesmente.
n=p n=p n=p

Notar que a Definicao 3.1 é consistente ja que:

+o0 too
Proposigao 3.1. Se Z |un| converge, entdo Z Uy, também converge.
n=p n=p
Proof. Considere
< + |un| + un — |un| — Unp
0 uf=lolr ) 0) uy =t ),
—+oo —+o0

Pelo critério de majoracao, as séries g ul e E u,, convergem. Por outro lado, tem-se:

Up = U} —u,,



donde:

—+o0 —+o0 —+o0 —+o0
+ - _ + -\ —
+00 > E Uy — E u, = E (uy —u, )= g Up,
n=p n=p n= n=p
que é entao uma série convergente. |
+oo (71 n
Exemplo: g (série harménica alternada) converge simplesmente.
n=p n
“+o0 (71)71 “+o0
De facto, E — = E — que ja vimos que é divergente.
n=p n n=p n
= ()"
Falta ver que E ——— converge. Isto serd uma consequéncia do préximo resultado:
n
n=p

4 Séries Numéricas de Termos Alternados

Definicao 4.1. Uma série de termos alternados tem o sequinte aspecto:

—+o0

Z(—l)nun,

n=p
onde u, € uma sucessdo de termos nao-negativos.

Proposicao 4.1. Seja u,, uma sucessao (i) decrescente e (ii) de termos nao-negativos. Entdo,

+oo
Z(—l)”‘lun converge = lim u, =0
n—-+oo
n=p
Proof. 1. (=) Como a série converge entao o termo geral tende para zero:

lim (-1)" 'u, =0 <= lim |(-1)" 'u,|=0 <= lim |u,|=0 <=  lim wu, =0,
n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo

ja que u, > 0.
N
2. (<) Fagarse Sy = Z(—l)”‘lun. Tem-se:
n=p
Sont2 — San = (—1) NIy n o+ (1) PNy = ugn g1 — uan 42 > 0,
(porque u,, é decrescente) donde Son € sucessdo crescente.

Por outro lado,
Sona1 — San—1 = (—1)CN) Lugn + (=)D "Ny n 1 = —ugn + ugn41 < 0,
(porque u,, é decrescente) donde San 1 é sucessdo decrescente.
Tem-se também,
Son — Son—1 = —uan <0 = San < San—1 = Sy < Sy < Sonv—1 <51

onde a tultima implicagao resulta de Son ser crescente e San_1 ser decrescente. Em particular,
notamos que ambas as sucessoes sao limitadas e monotonas, portanto sao ambas convergentes.
Vamos agora ver que convergem para o mesmo limite:

lim (SQN — SQN_l) = lim (—UQN) =0 — lim SQN = lim SQN_l
N—+o0 N—+o0 N—+oco N—+oco
—+o0
e portanto Sy converge ou seja, a série g (—=1)"'u, converge.
n=p



+oo

De acordo com este resultado, a série Z(—l)"

— converge, ja que 1/n é sucessdo decrescente para
n

n=p
zero.
+o0 too
Como j4 tinhamos visto que E (—1)"—| diverge, entdo a série E (=1)"= converge simplesmente.
n n

10



