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® Minimizagdo de uma Funcao

#* Trata-se de obter a expressdo minima de uma fungao

* A representagdo minima depende do critério utilizado:
usaremos como critério o numero de termos na
expresséo e o numero de literais nos termos

* Presume-se a representagéo de uma fungédo a dois
niveis, isto € numa das formas normais

* Pode existir mais do que uma expressao minima

* A minimizagao por utilizagdo dos teoremas € possivel
(como vimos nas aulas anteriores), mas € por vezes
dificil e carece de experiéncia

» Pretende-se mostrar nesta aula que ha métodos
tabulares interessantes para simplificar funcées
booleanas

Uke2011




Adjacéncias e Mapas de Karnaugh (I)

#* Uma funcdo pode ser representada de varias formas:

f =ABC+ ABC + ABC

# A expressao da fungdo pode ser
simplificada algebricamente:

f=ABC+ ABC + ABC
= ABC + ABC + ABC + ABC
- AB(C+C)+AC(B+B)
= AB+ AC
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# Do mesmo modo que a representacao de fungdes pode ser feita
indiferentemente de uma forma tabular ou com uma expressao
algébrica, o préprio processo de simplificagcdo pode ser feito dos
dois modos
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Adjacéncias e Mapas de Karnaugh (II)

f=ABC+ ABC + ABC
= ABC + ABC +41§Ci' BC
- 4B(C+ c\7)+(476(3+ )
-AB4AC' T

* As linhas 6 e 7 permitiram por obter o termo AB por manipulagao
algébrica: entre elas so6 a variavel C é que varia, o que permitiu por
AB em evidéncia

E » = Aslinhas 4 e 6 permitiram por obter o termo AC por manipulacdo

algébrica: entre elas s a variavel B € que varia, 0 que permitiu por
AC em evidéncia
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Adjacéncias e Mapas de Karnaugh (lII)
f=ABC+ ABC + ABC
— ABC + ABC + ABC + ABC
=AB(C+_C)+(AC(B+E)
- AB#\'Aé\; :

# Podemos entdo simplificar directamente a
funcao por observacao da tabela, associando
linhas em que a fungao seja 1 e que difiram
apenas de uma variavel: No primeiro produto
associamos as linhas 6 e 7 que diferem
apenas na variavel C; no segundo associamos
4 e 6 que diferem apenas na variavel B

# Destas linhas que diferem apenas de uma variavel, diz-se serem adjacentes|

' % E claro que era bom, como aconteceu no primeiro caso, que todas as
posicdes adjacentes estivessem fisicamente encostadas. Mas, com 3

variaveis, cada posicao tem sempre 3 posi¢ées adjacentes e, na tabela, €
impossivel colocar fisicamente uma linha “encostada” a outras trés.
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Adjacéncias e Mapas de Karnaugh (V)

#* Esta nova forma de desenhar a tabela é o Mapa de Karnaugh

EREE
# Repare-se que para cada posi¢ao ha 3
adjacentes:

HEEE HENE
BEREN ENRN

>
(9]

Nlola(dr|lw|N|(a|o]|3
2 |afa|-a|o|o|o|o
2|2 |lo|lo|a|=|o|jo|Wm
2 |o|=|o|=|o|=|o
2 |2|lo|-a|o|o|o|o]|=

* A posicdo P tem como posi¢des adjacentes a posigédo A1 (que
varia de P na variavel C), a posicdo A2 (que varia na variavel A), e
a posicao A3 (que varia na B)

# Repare-se que tudo se passa como se as posicoes laterais
extremas estivessem encostadas
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Adjacéncias e Mapas de Karnaugh (V)

f =ABC+ ABC + ABC
— ABC + ABC + ABC + ABC

_AMC+CMMC@+§)

#* Aplicando o Mapa de Karnaugh
a funcéo do exemplo anterior.
temos:

Sl ipllo|l=m |~ |lo|lo|m

1903 o fofoo
HHHEE
# Num mapa de Karnaugh sao validas todas as
associagdes entre 2 elementos adjacentes
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;.? Adjacéncias e Mapas de Karnaugh (VI)

i r # Outro exemplo de simplificacdo de uma fungao de 3
“ s variaveis:
%'i * = 2m(0,2,4,5,6)®f =m,+m, +m, +m, +m,

EEEE QoOoe ..
.'.‘ @En f=4B+BC +BC

* Mas a expressao pode ser ainda maiérsimplificada:

#» Esta simplificagéo adicional poderia ser
retirada directamente do mapa, pois
verifica-se que os quatro ‘1s’ das pontas
séo adjacentes: entre eles s6 C é constante
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.‘, Mapas de Karnaugh (4 variaveis)

i ¢ * » O Mapa de Karnaugh foi apresentado para 3 variaveis
i mas em teoria pode ser usado com qualquer nimero de
variaveis

Na pratica, com mais de 6 variaveis torna-se bastante
dificil, existindo métodos mais adequados (que também
assentam nos principios do método agora apresentado)

O Mapa a 4 variaveis constroi-
se facilmente. A partir de um
Mapa de 3 variaveis, replica-
se o0 quadro através de uma
reflexdo num espelho
imaginario:
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« Mapas de Karnaugh (4 variaveis) - Il

# Preenchimento e agrupamentos validos de mintermos em
mapas de 4 variaveis — Exemplos:

H. Séo validos os

agrupamentos
de 21 até 24
quadrados

,
EEEN —

Agrupamentos de 2"
quadrados correspondem
a eliminagao de n literais
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e Metodo de Karnaugh

* Exemplo: f=3m(156,7,11,12,13,15)

#* A primeira vista pareceria
nnn intuitivo comecar a simplificagéo ngn
nn pelo agrupamento dos quatro 1’s ﬂ!@_
ﬂﬂ centrais de modo a eliminar Erﬂn
ﬂﬂﬂﬂ variaveis... ﬂﬂLUJﬂ

* ..mas essa opgao levaria a obtencao do termo BD, o qual é
desnecessario e nao esta presente na forma minima da expresséo
da fungdo. Todos os ‘“1s’ que formam BD também pertencem a outros

agrupamentos indispensaveis a expressao da fungao:

ACD + ABC + ABC + ACD
Lo [l o]

# Nem sempre estas situagdes sao facilmente —
detectaveis. Para que o método de Karnaugh seja HME

correctamente entendido e aplicado, torna-se n
necessario introduzir e aplicar um conjunto de conceitos ﬂﬂﬂ
e procedimentos que apresentaremos de seguida
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Implicantes

# Chama-se implicante de uma fungdo a um agrupamento de ‘1’s
que satisfaz as regras da associagdo de mintermos (adjacéncia
e associagao de 2" mintermos)

Para fungbes das mesmas variaveis, diz-se que uma fungao F1
implica outra F2, quando, para todas as configuracdes de
entrada em que a fungao F1 vale 1, a fungdo F2 também vale 1.
Um termo de produto diz-se um implicante de fungcéo sse essa
fungdo assumir o valor ‘1’ para todos os mintermos que
constituem esse termo de produto

Ou seja, qualquer mintermo, ou agrupamento valido de
mintermos € um implicante da fungéo
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Implicantes Primos (IP)

%

" # Um termo de produto diz-se um implicante
' primo (IP) se a remogéo de um qualquer
literal desse termo de produto resulta num
termo de produto que ndo € um implicante
da funcéo
Ou seja, um IP é agrupamento valido de
mintermos que n&o pode ser alargado

#* Exemplos:
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% Implicantes Primos Essenciais (IPE)

# Um implicante primo de uma funcao diz-se implicante
‘ primo essencial se contém pelo menos um mintermo que
e nao esta contido em nenhum outro implicante primo

b

‘i #* Ou seja, um IPE € um IP que contém pelo menos um
o mintermo que n&o pode ser associado de outra forma
"% % * Exemplos:

Implicantes Primos Implicantes Primos

Implicantes Implicantes

B Primos Essenciais Primos Essenciais
9

)

TECNICO
LISBOA Uke2011




Implicantes Primos (IP) e Implicantes
Primos Essenciais (IPE)

# IMPLICANTE: Um termo de produto diz-se um
implicante de uma fungao se e so se essa funcao
assume o valor “1” para todos os mintermos que o
constituem

IMPLICANTE PRIMO: Um termo de produto diz-se.um
implicante primo se a remocao de um qualquer literal
desse termo de produto resulta num termo de produto
que nao € um implicante da fungao

IMPLICANTE PRIMO ESSENCIAL: Um implicante
primo de uma fung¢ao diz-se implicante primo essencial
se contém pelo menos um mintermo n&o contido em
nenhum outro implicante primo
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* Algoritmo de Minimizagao de Karnaugh
s * O procedimento sisteméatico para a obtencao da
: expressao simplificada de uma fungao representada
num quadro de Karnaugh, corresponde a execucao
dos 3 seguintes passos:
Passo 1: Identificar e seleccionar todos os implicantes/implicados
primos essenciais (IPE’s)

s 8
g

a) Analizar cada mintermo/maxtermo
b) Para cada mintermo essencial encontrado assinalar o IPE correspondente

c) Repetir até que todos os mintermos/maxtermos tenham sido
analizados, OU ja ndo existam mintermos/maxtermos que nao
estejam incluidos num IPE

Passo 2: Caso existam mintermos/maxtermos que nao foram
seleccionados no passo anterior, determinar o menor conjunto de
implicantes/implicados primos (IP’s) que os contenham

Passo 3: Escrita da expressao simplificada como soma/produto de
todos os termos de produto/soma seleccionados nos passos 1 € 2.
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LISBOA Uke2011 16




% Forma Normal/Minima Disjuntiva

#» Exemplo de simplificagdo para obtengdo da forma normal/
minima disjuntiva
Func¢des cuja simplificagéo apenas involve IPE

i -
|
| .

E

m1 e m6 sédo =
quadrados essenciais m1, m6, m12 e m11 séo
quadrados essenciais

# A expressao simplificada é dada pela soma de todos os IPE’s (o
passo 2 nao foi necessario)
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% Forma Normal/Minima Disjuntiva

#» Exemplo de simplificagdo para obteng¢ado da forma normal/
minima disjuntiva
Fungdes cuja simplificagéo involve IPEs e IPs
Q: Sera que é possivel ndo existirem IPE’s?

O conjunto de
implicantes primos nao
essenciais que
completam a expressao
simplificada oferece
outras alternativas além
O conjunto de implicantes das apresentadas
primos essenciais € Unico;
mO e m10 sdo quadrados
essenciais
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Método de Karnaugh — Simplificacdo com
Indiferencas

* Por vezes acontece que certas configurages de
entradas nunca ocorrem numa fungao logica

« E possivel tirar partido desse facto para se tentar
minimizar ainda mais a expressao algébrica da fungao

* Vejamos atraves de um exemplo qual a metodologia a
utilizar nestas situacoes:

Pretende-se obter uma fungéo que deve dar saida ‘1"
apenas quando o numero representado for multiplo
de 3, e que tem como variaveis de entrada os quatro
bits de uma representacédo em codigo BCD

Podemos fazer a tabela de verdade da funcao
pretendida, utilizando como variaveis de entrada A3,
A(Z:, A1 e AO, representando os quatro bits do codigo
BCD
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Método de Karnaugh — Simplificacdo com
Indiferengas (I1)

# Deteccdo de multiplos de 3 em BCD: Tabela de verdade

o
(o]
o
>
9
>
9
R
>
o

Observagoes
Nao é mult. de 3

Né&o é mult. de 3 # No caso das

Nao é mult. de 3 configuragoes de entrada
Mltiplo de 3 que ndo sao BCD,.néo €
importante considerar o
valor da fungdo, uma vez
N&o & mdlt. de 3 que as configuracoes de
Multiplo de 3 entrada respectivas
Néo & malt. de 3 nunca ocorrem e,
portanto, o valor que a
fungao teria nessa

Maltiplo de 3 situagao é indiferente

Néo é BCD

Néo é BCD

N&o é BCD

Nio & BCD

Néo é BCD

Néo é BCD

Nao é mult. de 3

© ® N o o A W N 2O
aalaaalaaao oo o oo ofo
=== =llal el lellel] === 1= lellel el e
alolalolallolalelalelalellalelale

F
0
0
0
1
0
0
1
0
0 Naoémdilt. de 3
1
X
X
X
X
X
X

=[S fol o I=1 = fal fol| F= Fa ol Fol = 1= ol fa)
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Método de Karnaugh — Simplificacdo com
Indiferengas (lII)

# Detecgao de multiplos de 3 em # Detecgao de multiplos de 3 em
BCD: Simplificagéo ignorando BCD: Simplificagéo
a existéncia de indiferengas considerando a existéncia de
indiferengas — considera-se que
uma indiferencga vale ‘1’ quando
da jeito, e ‘0’ nas outras
situagoes

A expressao obtida considerando as
indiferengas é muito mais simples

Tenha-se em conta que a fungéo descrita pela expresséo obtida, deixou de
ter posigoes indefinidas. As configuracdes de variaveis de entrada
correspondentes as indiferencas que foram associadas com mintermos da
funcéo passaram a provocar saida “1” da funcdo. Aquelas ndo associadas
passaram a ter saida “0”
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i? Mapas de Karnaugh (5 variaveis)

#* A obtengdo de mapas de karnaugh de 5 variaveis faz-se a partir de
um mapa de 4 variaveis da mesma forma que este se obteve a
partir de um mapa de 3 variaveis. Assumindo ‘A’ como variavel de
maior peso, temos:

#* De notar que existem muitas
formas possiveis e equivalentes

" de desenhar e numerar o'mapa
BEENE

Hﬁ

# Para além de todas as adjacéncias validas no mapa de 4
variaveis (em cada uma das “metades”) existem agora
adjacéncias entre posicdes simétricas em relagéo ao eixo de
simetria vertical (cada quadrado tem 5 quadrados adjacentes)
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Mapas de Karnaugh (5 variaveis) —
= Exemplo de minimizagao:
o £ =3m(0,2,6,9,10,11,13,14,16,18,20,24,31),indiferengas em(1,4,22,27 )

IPE’s:

1 devido a m18 e a m20

2 devido am13

CL LN / = BE + ABDE + ADE + ABDE + ACDE + ABCE
4 devido a m31

5 devido a m24
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Simplificacao através de Maxtermos (‘0’s)

# Do mesmo modo que se usam associagdes de mintermos para obter
expressdes em termos de somas de produtos (forma normal disjuntiva), é
possivel associar maxtermos — identificados por ‘0’, obtendo expressdes
em termos de produtos de somas (forma normal conjuntiva):

£ =TIM(1,39,11,12,13,14) indiferengas em(4,6,8

# Recorde-se que, quando se “léem” somas nos
mapas de Karnaugh (ou nas tabelas) as

|unln variaveis que se mantém em “0” s3o lidas
BIEIRIE

afirmadas e as que se mantém em “1” séo
5

i (x| lidas negadas
oy ] f=(B+D)B+D)A+C
1 2 3

) [
E de notar que o facto de se representar a fungéo como um produto de

maxtermos na sua especificagcdo, nao significa que ela tenha de ser
simplificada em termos de uma expressao na forma de produto de
somas. De facto, nada nos impediria de fazer a simplificagao atraves

dos 1’s do mapa de Karnaugh...
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