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Aula de Problemas nº 3 

Minimização de funções (método de Karnaugh) 

Operações Aritméticas 

 

Problema 1 
Utilizando o método de Karnaugh: 

a) Minimize a função , em que A é a variável de maior 
peso, e apresente o resultado na forma disjuntiva e conjuntiva. Identifique os IPE e indique 
um implicante primo não-essencial. 
 

R: Forma disjuntiva: 
IPE1 = AC! devido a m9, m12 e m13  
IPE2 = A!CD! devido a m6 
IPNE = A!B!D! (poderia ser um outro) 

𝑓 = 𝐴𝐶̅ + 𝐴	(𝐶𝐷( + 𝐴	(𝐵+𝐷( 
 

Forma conjuntiva: 
IPE1 = A+D! devido a M1  
IPE2 = A+B!+C! devido a M4 
IPE3 = A!+C! devido a M10 e a M14  
 
IPNE = C!+D! (não entra na expressão mínima) 

𝑓 = (𝐴 + 𝐷()(𝐴 + 	𝐵( + 𝐶)(𝐴̅ + 𝐶̅) 
  

( ) ( )å= 13,12,9,8,6,2,0,,, mDCBAf
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b) Minimize a função , com indiferenças nas posições 

(3, 11 e 13), em que A é a variável de maior peso. Indique quais os implicantes primos 
essenciais. 

R: 

                                 
𝑓 = 𝐴	(𝐶̅𝐷( + 𝐵+𝐶̅ + 𝐴𝐵𝐶 

 

Quadrados essenciais: 4, 8, 14. IPE’s=Todos os que estão na expressão da função minimizada, pois cada um desses 
implicantes contém um quadrado essencial (i.e. um mintermo que não está contido em nenhum outro implicante 
primo). 
 
  

f (A,B,C,D) = m 0,1, 4,8, 9,14,15( )∑
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Problema 2 

Considere a função , com indiferenças nas 
posições (1, 9, 14, 17, 18, 19, 23 e 31), em que A é a variável de maior peso. Minimize-a utilizando 
o método de Karnaugh obtendo uma soma de produtos, e indique, se existirem, os implicantes 
primos essenciais. 

 

 
R: 
IPE1 = B!C! devido a m3 
IPE2 = A!C!D! devido a m8 
IPE3 = A!D!E devido a m13 
IPE4 = B!D!E! devido a m20 
IPE5 = C!D!E devido a m25 
IPNE = ABCD (poderia ser um outro) 
 

𝑓 = 𝐵+𝐶̅ + 𝐴	(𝐶̅	𝐷( + 𝐴	(𝐷	( 𝐸 + 𝐵+	𝐷( 	𝐸+ + 𝐶̅	𝐷	( 𝐸 + 𝐴𝐵𝐶𝐷 
 

 
 
  

f (A,B,C,D,E) = m 0,2,3, 4, 5,8,13,16, 20, 25,30( )∑
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Problema 3 

Considere a função , com indiferenças nas 

posições (1, 9, 14, 17, 18, 19, 23 e 31), em que A é a variável de maior peso. Minimize-a utilizando 
o método de Karnaugh obtendo uma soma de produtos, e indique, se existirem, os implicantes 
primos essenciais. 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
R: 
IPE1 = B!C! devido a m3 
IPE2 = A!C!D! devido a m8 
IPE3 = A!D!E devido a m13 
IPE4 = B!D!E! devido a m20 
IPE5 = C!D!E devido a m25 
IPNE = ABCD (poderia ser um outro) 
 

f (A,B,C,D,E) = m 0,2,3, 4, 5,8,13,16, 20, 25,30( )∑
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Problema 3 
a) Obtenha a soma de 111101012 com 1100012. Qual o número de bits do resultado? O número de 
bits do resultado é sempre superior ao número de bits do maior dos números a somar? 

 
R:  

 
 

O resultado é 111101012 + 1100012 = 1001001102 

O resultado tem 9 bits. O resultado da soma de 2 números de n e m bits, em que n>m é sempre n ou n+1 bits. 

 

b) Obtenha a soma de 1A72F016 com D81B16. 
R: 

 
 

c) Obtenha a multiplicação de 11101012 com 1012. 
 
R: 

 1110101 
 x      101 

 1110101 
                                                                                              0000000 
                                                                                            1110101 
                                                                                          1001001001 
 
 
 
 
  

Problema 3
a) Obtenha a soma de 111101012 com 1100012 . Qual o número de bits do resultado? O

número de bits do resultado é sempre superior ao número de bits do maior dos números a
somar?

b) Obtenha a soma de 1A72F016 com D81B16.

Resolução

a) Como se sabe a tabela da soma em base 2 é a seguinte:

Y
X + Y

0 1
0 0 1

X
1 1 10

O algoritmo da soma é igual em todas as bases. Sendo assim, esta soma é fácil de levar a
cabo. Há apenas a ter em conta que a soma de dois algarismos binários iguais a 1, é 0 e
surge um transporte 1.

parcela 1 1 1 1 1 0 1 0 1
parcela 2 1 1 0 0 0 1

Ora, no algarismo menos significativo já temos essa situação: O algarismo menos signi-
ficativo da soma é 0 e há um transporte de 1. Portanto, a soma começa a surgir:

parcela 1 1 1 1 1 0 1 0 1
parcela 2 1 1 0 0 0 1

soma 0
transporte 1

O transporte entra na coluna seguinte e, assim por diante até se obter:

parcela 1 1 1 1 1 0 1 0 1
parcela 2 1 1 0 0 0 1

soma 1 0 0 1 0 0 1 1 0
transporte 1 1 1 1 0 0 0 1

Portanto 111101012 + 1100012 = 1001001102 .
Quanto ao número de bits do resultado, obtivemos 9 bits, como se pode contar. A

questão interessante é: Quantos bits em geral pode ter o resultado de uma soma em binário?
Suponhamos que somamos dois números de n bits. O valor mais elevado que cada

número pode ter é 2n
− 1. Por exemplo, com n = 8, vem 28

− 1 = 127 (111111112). O valor
mais baixo, é, como é evidente, 0. Portanto, o número maior que se pode obter somando
dois números de n bits será (2n

− 1) + (2n
− 1) = 2n+1

− 2. Com n = 8 seria 1111111102 .
Como se pode concluir, são necessários n + 1 bits para representar este número.

Concluindo: somando dois números em que o que tem mais algarismos binários, tem
n algarismos, o resultado poderá ter, no máximo, necessidade de n + 1 algarismos para
ser representado. É óbvio que o resultado pode precisar de menos algarismos. Somar, por
exemplo, 1100002 com 1012, tem como resultado 1101012 que tem os mesmos seis bits do
primeiro dos números.
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b) A tabela da soma em base 16 é:

Y
X + Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10
2 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11
3 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12
4 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13
5 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14
6 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15
7 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16

X
8 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17
9 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18
A A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
B B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A
C C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B
D D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C
E E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C 1D
F F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C 1D 1E

Somar os números 1A72F016 e D81B16 é, portanto, conceptualmente muito simples.
Repetindo o tipo de resolução da aĺınea a) obtém-se:

parcela 1 1 A 7 2 F 0
parcela 2 D 8 1 B

Ora 0 + B = B. Não há transporte. Portanto

parcela 1 1 A 7 2 F 0
parcela 2 D 8 1 B

soma B
transporte 0

Com muita atenção pode-se completar a soma.

parcela 1 1 A 7 2 F 0
parcela 2 D 8 1 B

soma 1 B 4 B 0 B
transporte 0 1 0 1 0

Uma forma mais expedita, não usando a tabela da soma é a que se “descreve”a seguir:
010 mais 1110(Bh) é 1110(Bh).
1510(Fh) mais 110 é igual a 1610. Como 1610 é maior que Fh é preciso subtrair 1610 (o

valor da base). Resulta que a soma é 0h e o transporte 1h.
210 mais 810 mais o transporte de 110 dá 1110, isto é Bh, sem transporte.
710 mais 1310 (valor em base 10 do algarismo D em base 16) dá 2010. 2010 − 1610 = 410

e, claro o transporte, é 110.
Ah + 1 = Bh. Não há transporte.
O 1 final sem somar a nada, fica 1.
Isto termina a operação. Portanto, pensando e fazendo as contas em decimal, mas

representando em hexadecimal, é mais simples que utilizar a tabela da soma. Penso eu...

7
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Problema 4 
Considere os seguintes números representados em base 10: 

A = 27 

B = −27 

C = 106 

D = −100 

a) Represente-os na notação de complemento para 2 com 6 bits. Consegue representá-los todos? 
R: Método mais rápido: partindo do bit mais à direita manter o número original até encontrar um ‘1’. A partir daí 
complementar bit a bit. Por exemplo, para A=27 mantém-se o ‘1’ mais à direita e a partir daí complementam-se todos 
os bits. 

A = 011011 

B = 100101 

C e D não se podem representar porque estão fora do intervalo que se consegue representar em complemento para 2 
com 6 bits = [-2n-1,2n-1-1]=[-32,+31] 

 

b) Represente-os agora na notação de complemento para 2 com 8 bits. 
R: 

A = 00011011 

B = 11100101 

C = 01101010 

D = 10011100 

 

c) Repita para 16 bits. 
R: Partindo do resultado da alínea anterior é só acrescentar ‘0’ (quando o número é positivo) ou ‘1’ (quando o número 
é negativo) à esquerda até perfazer os 16 bits 

 

d) Qual é a diferença entre representar um número em complemento para 2 e fazer o complemento 
para 2 de um número? 
R: Fazer o complemento para 2 de um número consiste em utilizar o método referido na alínea a). Pode ser aplicado a 
números positivos ou negativos, obtendo-se sempre um número negativo quando se parte de um positivo ou um 
positivo quando se parte de um negativo. Representar um número m em complemento para 2 com n bits consiste em 
utilizar m em binário com n bits quando o m é positivo, ou fazer o complemento para 2 do módulo de m se m for 
negativo.  
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e) Realize as seguintes operações, partindo da representação dos números em complemento para 2 
com 8 bits e conclua e indique, justificando para cada caso, se existe overflow: 

X=A+D 

Y=A+C 

Z=B+D 

W=C−A 
 
R: 
X = A + D = +27 + (−100) 
 

 
O resultado é negativo pois o número negativo tem um módulo maior que o positivo. O resultado da soma está 
correcto.  
 
 
Y =A+C=27+106 
 

 
Somam-se 2 números positivos mas o resultado que se obtém é negativo, logo o resultado não faz sentido e está 
incorreto. Isto deve-se ao fato de ter ocorrido overflow, i.e., o resultado da soma não pode ser representado em 
apenas 8 bits. Prova-se que há overflow sempre que os bits de transporte do penúltimo bit é diferente do transporte 
do último bit.   
 
 
Z = B + D = −27 + (−100) 
 

 
Somam-se 2 números negativos e o resultado é negativo, logo está correcto. 
 
 
 
 
 

A identificação do sinal de números representados na notação de complemento para 2 é
feita pelo bit da esquerda. Se for 0, o número é positivo. Se for 1, o número é negativo. No
caso de se codificar a representação do número em hexadecimal há que traduzir esta regra.

No caso acima em que se trabalha com 16 bits, o facto do bit da esquerda ser 1, traduz-
se, naturalmente, por ter à esquerda um algarismo hexadecimal entre 8 e F. Se o número de
bits não for múltiplo de 4, naturalmente a regra será outra. Por exemplo se, do algarismo
da esquerda só forem usadas 8 configurações, o número será negativo se o algarismo estiver
entre 4 e 7.

c) Representar um número em complemento para 2 consiste na utilização do algoritmo
atrás referido. Partindo do módulo do número com o número de bits que se pretende, se
o número for positivo, essa é a representação desse número em complemento para 2. Se,
pelo contrário, o número for negativo, a sua representação será o complemento para 2 do
seu módulo.

Fazer o complemento para 2 de um número (que tem de estar já representado na notação
de complemento para 2), transforma um número X no número −X, seja X positivo ou
negativo.

d) X = A + D = +27 + (−100)
Realizemos a soma, mostrando, não só o resultado, mas também os bits de transporte

em cada posição

A 0 0 0 1 1 0 1 1
D 1 0 0 1 1 1 0 0

soma 1 0 1 1 0 1 1 1
transporte 0 0 0 1 1 0 0 0

O resultado é negativo. De facto +27 + (−100) = −73
Não há overflow. Desde logo porque ao somar um número positivo (+27) com um

negativo (−100) o módulo do resultado é sempre menor que o postivo e maior que o negativo.
Se os números originais eram representáveis, o resultado sê-lo-á forçosamente.

Sem olhar para os números iniciais é igualmente posśıvel, por análise dos bits de trans-
porte concluir o mesmo. Se os dois últimos transportes são iguais, não há overflow.

Y = A + C = 27 + 106

A 0 0 0 1 1 0 1 1
C 0 1 1 0 1 0 1 0

soma 1 0 0 0 0 1 0 1
transporte 0 1 1 1 1 0 1 0

Desta vez, o resultado não tem sentido. De facto, somaram-se dois números positivos e
obteve-se um número com o bit de sinal a 1, indicação que é negativo. Isso é imposśıvel e
é uma primeira forma de perceber que houve overflow nesta operação.

A maneira de determinar a sua existência sem analisar os dois operandos, é verificar que
os dois últimos bits de transporte são diferentes, o que é uma indicação que houve overflow.
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O resultado é negativo. De facto +27 + (−100) = −73
Não há overflow. Desde logo porque ao somar um número positivo (+27) com um
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Z = B + D = −27 + (−100)

B 1 1 1 0 0 1 0 1
D 1 0 0 1 1 1 0 0

soma 1 0 0 0 0 0 0 1
transporte 1 1 1 1 1 1 0 0

O resultado é negativo. De facto −27 + (−100) = −127.
Foram somados dois números negativos, obteve-se um número negativo. Não houve,

portanto, overflow.
Isso mesmo também pode ser observado porque os dois últimos bits de transporte são

iguais.

W = C − A = 106 − (+27)
Numa subtracção o que é habitual fazer é transformá-la numa soma. Dáı que C − A =

C + (−A). Para calcular −A, faz-se o complemento para 2 de A.

A 0 0 0 1 1 0 1 1
negar A 1 1 1 0 0 1 0 0
somar 1 + 1

−A 1 1 1 0 0 1 0 1

Portanto a operação vem, agora

C 0 1 1 0 1 0 1 0
−A 1 1 1 0 0 1 0 1

soma 0 1 0 0 1 1 1 1
transporte 1 1 1 0 0 0 0 0

O resultado é +106− (+27) = +79. Como se somaram, de facto, dois números de sinais
contrários, não há overflow.

Esse facto é confirmado pelo facto de os dois últimos transportes serem iguais.

6
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W =C−A=106 − (+27)= 106 + ( −27) 
 

  
Subtrair 2 números positivos equivale a somar um número com o complemento do outro. Neste caso o número de 
maior módulo é o positivo, logo o resultado é positivo e está correto. 

Z = B + D = −27 + (−100)

B 1 1 1 0 0 1 0 1
D 1 0 0 1 1 1 0 0

soma 1 0 0 0 0 0 0 1
transporte 1 1 1 1 1 1 0 0
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O resultado é +106− (+27) = +79. Como se somaram, de facto, dois números de sinais
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